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提   要

  为了使用以制作数值预报的微分方程中包含更多的信息量 !以期提高预报准确度 o该文

提出了一种基于记忆动力学的时间积分格式 ∀以天气预报为实例 o计算表明 o平流方程的回

溯时间积分格式所得的预报准确度大大高于传统的蛙跃差分格式 ∀此方法在海洋 !水文 !环

境 !航空等应用平流方程计算的多种科学中亦是有效的 ∀

关键词 }差分格式  记忆性  数值预报  平流方程

引  言

  在微分方程数值计算中 o差分格式对于其精确度与有效性都是极其重要的 ∀在天气

预报中 o有多种时间积分格式被研究和采用过≈t ou  ∀半隐格式可以说是效果较好的一种 o

用于动力2热力方程的某些项有较高的精确度和相对大的时间步长 ∀半拉格朗日格式因

为可以取较大的步长 o对计算机的设备要求较低 o而计算机精确度却有所增加 o近年来日

益引起人们的兴趣 ∀

王斌等≈v 在一维偏微分方程中运用特征方向法 o对完全平方守恒显式差分格式进行

了改进 o得到了理论上无条件稳定的格式 ∀应用理想化的 � ²¶¶¥¼2�¤∏µº¬·½波对正压浅水

方程波进行了计算 o结果表明 o该格式可以节省计算时间 ∀但是对时间积分格式的改进仅

停留在传统的无记忆框架中 ∀

许多差分格式都是以一些物理量k如能量 !角动量等l守恒为基础设计的 ∀ ∞ªª̈µ≈w 曾

研究了一种在相空间中容积守恒的数值积分格式 ~对可逆流问题严格地要求容积守恒进

行了论证 ∀他认为这种流的总体预报的初始分布所占有的相空间容积是不随时间改变
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的 ∀他设计了一个相应的对容积守恒的检验方法并对平流方程的格点表示和一维非粘性

浅水流进行了检验 ∀

曹鸿兴等≈x oy 提出并发展了大气记忆动力学 o他们的基本观点是考虑大气有记忆能

力 o可以由多个时次的初始场而不仅是一个时次的初始场来求得大气运动的数值解 ∀本

文中的回溯时间积分格式也是基于类似的想法 o即利用多时间层次资料 o建立一种新的时

间积分格式 ∀这种格式与传统的格式很不一样 o可以包含三个以上不同的时间层次 o可以

从过去的多时次场中得到更多的信息 ∀这种格式在数值计算中还能自动起过滤作用 o可

以平滑预报场中的虚假值 ∀

事实上 o也曾有人在时间积分格式中有过类似的想法 ∀ �¬√ ¶̈·等≈z 提出对 ν n t , ν

和 ν p t时次的观测值选定适当的系数 o以调节不同时次观测值的作用 ∀

本文从介绍回溯时间积分格式的基本理论入手 o对大气记忆动力学也作了简介 o给出

了回溯格式和它的稳定性表达式 o最后以回溯时间积分格式对平流方程进行了计算 o并与

蛙跃格式进行了比较 ∀

由于平流方程在如海洋 !水文 !环境 !航空等多种学科中使用 o本文提出的方法在计算

数学中也是一个贡献 ∀

t  基本理论

对微分方程

9 υ
9 τ

= Φ (t)

可以用不同的差分格式进行运算 o例如中央差分格式

( υ(τ + ∃τ) − υ(τ − ∃τ))/ u∃τ = Φ(τ) (u)

上式 kul亦可改写为 }

υ(τ + ∃τ) = υ(τ − ∃τ) + u∃τΦ(τ)        

= Αs υ(τ) + Α−t υ(τ − ∃τ) + Ηs∃τΦ(τ) + Η−t∃τΦ(τ − ∃τ) (v)

式中 Αs � s , Αp t � t , Ηs � u , Ηp t � s ∀式(u)是在数值计算基础上得出的 ,遗憾的是 ,实际

上由于 Αs � s和 Ηp t � s ,这样的计算略去了包含于 υ(τ)和 Φ(τ p ∃τ)等项中的信息 ∀而

这些信息正巧是对预报 υ(τ n ∃τ)很有用的 ∀也就是说 ,在作 υ(τ n ∃τ)预报时希望用到

τ和 τ p ∃τ间的变量 υ和源函数 Φ的全部信息 ∀

对式(v)作一个推广 ,得出

υ(τ + ∃τ) = Αs υ(τ) + Α−t υ(τ − ∃τ) + , + Α− πυ(τ − π∃τ) + Ηs∃τΦ(τ) + ,

+ Η− π∃τΦ(τ − π∃τ) = Ε
− π

ι = s

Αιυ(τ + ι∃τ) + Ε
− π

ι = s

Ηι∃τΦ(τ + ι∃τ)      (w)

式(w)就称之为数值模式中具有 π阶( π ∴u) 的时间积分回溯格式 ∀对于这个格式 ,关键

问题是如何决定系数 Αι和 Ηι ∀如果把 υ值看作系统中的一个状态变量 ,把函数 Φ看作

是系统的外界变量 ,式(w)正是系统辨识中的一般性方程 ∀所以式(w)中的系数可以由系

统辨识中的种种方法来确定[ {] ∀如随机近似 ,松弛算法 ,经典的最小二乘法乃至遗传算
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法等 ∀以下计算中用的是最小二乘法 ∀

实际上 ,数值天气预报已使用了多时次的观测资料 ,只不过是包含了两个步骤 ,即时

间积分和时间过滤 ∀我们引用 ∞≤ � • ƒk欧洲中期天气预报中心l模式作如下论证 ∀在

∞≤ � • ƒ谱模式≈| 中 o时间积分格式为

ξ(τ + ∃τ) = ξ(τ − ∃τ) − u∃τ( Α(τ) + Σ(τ − ∃τ)) (x)

式中 Α , Σ分别代表绝热和非绝热项 ∀那里有 v个时间层次 π � π n u � v , ξ(τ)是时刻 τ

的滤波值 ,即

ξ(τ) = ξ(τ) + Α( ξ(τ − ∃τ) − u ξ(τ) + ξ(τ + ∃τ)) (y)

同样地有

ξ(τ − ∃τ) = ξ(τ − ∃τ) + Α( ξ(τ − u∃τ) − u ξ(τ − ∃τ) + ξ(τ)) (z)

  从式(x) ∗ (z)可以看出 ,式(x)中 ξ(τ n ∃τ)包含了 ξ(τ p u∃τ)的信息 ,因为权重 Α

值比较小 , Α� s .sy ,由 ξ(τ p u∃τ)得到的信息也是比较少的 ∀它启发了我们 ,要设计一

个新的时间积分格式 ,使能包含更多的时间层次 ,例如 : τ n ∃τ , τ , τ p ∃τ , τ p u∃τ , , , τ p

π∃τ , 即 π ∴u ,且不在积分过程中作时间过滤 ∀这意味着新的格式至少具有两个功能 :

时间积分和时间过滤 ∀由于积分过程中没有进行时间过滤 ,大气波就不会减弱 ∀这样的

大气方程的解可以更精确 ∀

u  记忆动力学

要决定式(w)中系数 Αι和 Ηι的值 ,可以有两种途径 ∀一种是直接的 ,即前面已经提到

过的 ,以最小二乘法或随机近似等方法由观测资料求得 ;另一种是间接的 ,由记忆动力

学[ x]演绎而得 ∀下面将对此进行介绍 ∀

一般地说 ,大气动力2热力方程可写作

9 ξι
9 τ = Φι( ξ , Κ, τ)    ι = t ,u , , , ϕ ({)

其中 ϕ是整数 , ξι是第 ι个物理变量 , Κ是物理参数 ∀为简单起见 ,以下只考虑一个物理

量 ξ ,在 Φι( ξ , Κ, τ)中略掉 ξ 和 Κ∀这样式({)只表示 ξ 的一个局地变化和一个源函数 Φ

的关系 ∀显然 , ξ 是在空间 ρ和时间 τ的纯量函数 ∀引入权重 Β(ρ , τ)作为记忆函数 ,式

({)从 τs至 τ的加权积分为

Θ
τ

τ
s

Β(Σ)
9 ξ
9 Σ

§Σ = Θ
τ

τ
s

Β(Σ) Φ(Σ)§Σ (|)

其中因为空间点 ρ是固定的 , Β(ρ , τ)中的 ρ可以省写 ∀对式(|)左侧运用分部积分得

Θ
τ

τ
s

Β(Σ)
9 ξ
9 Σ

§Σ = Β(τ) ξ(τ) − Β(τs) ξ(τs) −Θ
τ

τ
s

ξ(Σ) Βχ(Σ)§Σ (ts)

式中 Βχ(Σ) � 9 Β(Σ)/ 9 Σ∀应用中值定理计算式(ts)右侧的第三项 ,即得

−Θ
τ

τ
s

ξ(Σ) Βχ(Σ)§Σ = − ξ µ (τs)(Β(τ) − Β(τs)) (tt)

其中 ,中值 ξ µ (τs) Σ ξ(τµ ) , τs � τµ � τ ∀把式(ts)和(tt)代入式(|)并进行代数运算 ,得
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到

ξ(τ) =
Β(τs)

Β(τ)
ξ(τs) +

Β(τ) − Β(τs)

Β(τ)
ξ µ (τs) +

t

Β(τ)Θ
τ

τ
s

Β(Σ) Φ(Σ)§Σ (tu)

式(tu)的前两项 ,是在固定的 ρ点 ,只与在初始时刻 τs和中间时刻 τµ 的 ξ 有关 ,所以称

之为自记忆项 ∀式中第三项称为有效项 ,即在时间段[ τs , τ]内其它空间点对固定点 ρ的

总有效贡献 ∀对于多时次即 τι , ι � p π , p π n t , , , τs , τ类似于式(ts)推导 ,可以记作 :

 Θ
τ
− π+t

τ
− π

Β(Σ)
9 ξ
9 Σ

§Σ +Θ
τ
− π+u

τ
− π+t

Β(Σ)
9 ξ
9 Σ

§Σ + , +Θ
τ

τ
s

Β(Σ)
9 ξ
9 Σ

§Σ = Θ
τ

τ
− π

Β(Σ) Φ(Σ)§Σ (tv)

消去相同的项 Β(τι) ξ(τι) , ι � p π n t , p π n u , , ,s , 得出

Β(τ) ξ(τ) − Β(τ− π) ξ(τ− π) − Ε
s

ι = − π

(Β(τι+t) − Β(τι)) ξ
µ (τι) −Θ

τ

τ
− π

Β(Σ) Φ(Σ)§Σ = s

(tw)

这是一个差分2积分方程 ,称为回溯阶 π的自忆性方程 ,这也就是将要讨论的基本方程 ∀

令 π � s ,则时间仅有 τ和 τs ,式(tw)变成式(tu) ,称为 s阶自忆性方程 ∀若 π � t ,则

有时间 τ , τs和 τp t ,式(tw)成为

Β(τ) ξ(τ) − Β(τ−t) ξ(τ−t) − (Β(τs) − Β(τ−t)) ξ
µ(τ−t) −

(Β(τ) − Β(τs)) ξ
µ(τs) −Θ

τ

τ
−t

Β(Σ) Φ(Σ)§Σ = s (tx)

称式(tx)为 t阶自忆性方程 ∀例如一维平流方程

9 υ
9 τ

+ Χ
9 υ
9 ξ

= s (ty)

即

9 υ
9 τ

= − Χ
9 υ
9 ξ

Σ Φ (tz)

其中 ξ 表示空间坐标 , Χ为常定平流速度 ∀对空间 ρ点 ,与式(tw)相类似 ,自忆性方程为

Β(ϕ, τ) υ(ϕ, τ) = Β(ϕ, τ− π) υ(ϕ, τ− π) + Ε
s

ι = − π

[ Β(ϕ, τι+t) − Β(ϕ, τι)] υ
µ (ϕ, τι) −

ΧΘ
τ

τ
− π

Β(ϕ, Σ)
9 υ(ϕ, Σ)

9 ξ
§Σ (t{)

若以式(tw)作预报 ,要用到 τ时刻以前的 υ(τι)的 π个值和 Φ(τι)的 π个场 ∀所以 , 在式

(tw)中 , Β(τι)的作用是记忆 π n t的 υ值和 π n t的 Φ场 ∀这是我们称这为记忆函数的

原因 , 也是提出记忆动力学的数学基础[ x ,y] ∀

v  平流方程的回溯格式

采用在差分格式中使用的符号 ,即令

         

Β
ν n t
ϕ Σ Β(ϕ, τ) ,      Β

ν p t
ϕ Σ Β(ϕ, τp t) , ,

υν n t
ϕ Σ υ(ϕ, τ) ,      υν n t

ϕn t Σ υ(ϕn t , τ) , ,

Λ� p Χ∃τr∃ ξ
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  对 ν p π至 ν n t的积分以求和来代替 ,空间则采用中央差分 ,回溯阶为 π ,式(tz)的

回溯格式为

υν+t
ϕ = Α− πυ

ν− π
ϕ + Ε

s

ι = − π

Αι( υ
ν+ ι
ϕ ) µ

+ Ε
t

ι = − π

(Ηιυ
ν+ ι
ϕ+t − Ηιυ

ν+ ι
ϕ−t ) (t|)

其中 :

Α− π = Β
ν− π
ϕ / Β

ν+t
ϕ , Αι = (Β

ν+ ι+t
ϕ − Β

ν+ ι
ϕ )/ Β

ν+t
ϕ      

Ηι = ΛΒ
ν+ ι
ϕ+t / uΒ

ν+t
ϕ ,  Ηι = ΛΒ

ν+ ι
ϕ−t / uΒ

ν+t
ϕ       

令 π � t , Β
ν n t
ϕ � Β

ν
ϕ � Β

ν p t
ϕ � t , Β

ν n t
ϕn t � Β

ν n t
ϕp t � s , Β

ν
ϕn t � Β

ν
ϕp t � u , Β

ν p t
ϕn t � Β

ν p t
ϕp t � s

则式(t|)为

υν+t
ϕ = υν−t

ϕ + Λ( υ
ν
ϕ+t − υν

ϕ−t) (us)

这就是蛙跃差分格式[ ts] ∀如果取定不同的 Αι , Ηι , Ηι和( υν n ι
ϕ ) µ 就可以得到种种不同的

差分格式 ,这可能是构造回溯格式的一个丰富多彩的结果 ∀若令

Β
ν+t
ϕ = Β

ν
ϕ = Β

ν
ϕ+t = Β

ν
ϕ−t = t ,  Β

ν−t
ϕ = Β

ν−t
ϕ+t = Β

ν−t
ϕ−t = Ε

( υν−t
ϕ ) µ = ( υνϕ + υν−t

ϕ )/ u ,    ( υν
ϕ)

µ = ( υν+t
ϕ + υν

ϕ)/ u

式(t|)成为

υν+t
ϕ = Αs υ

ν
ϕ + Αt υ

ν−t
ϕ + Ηs( υ

ν
ϕ+t − υν

ϕ−t) + Ηt( υ
ν−t
ϕ+t − υν−t

ϕ−t) (ut)

其中 Αs � (t p Ε)/ u , Αt � (t n Ε)/ u , Λ� p Χ∃τ/ ∃ ξ , Ηs � Λ/ u , Ηt � ΗsΕ

令 Ε� t ,则

υν+t
ϕ = υν−t

ϕ + Λ
u
( υν

ϕ+t − υν
ϕ−t + υν−t

ϕ+t − υν−t
ϕ−t)   (uu)

这就是 �µ¤±®2�¬¦²̄¶²±差分格式 ∀

令 Ε� t/ u ,则

υν+t
ϕ =

t

w
υν
ϕ +

v

w
υν−t
ϕ + Λ

u
( υν

ϕ+t − υν
ϕ−t) + Λ

w
( υν−tϕ+t − υν−tϕ−t) (uv)

如果以蛙跃差分格式与之比较 ,明显地看到在对 υν n t
ϕ 的预报中包含了 υν

ϕ , υ
ν p t
ϕn t和 υν p t

ϕp t的

信息 ∀

令 Ε� s ,则

υν+t
ϕ =

t

u
υνϕ +

t

u
υν−tϕ + Λ

u
( υνϕ+t − υν

ϕ−t)

令 Ε� p t ,则

υν+t
ϕ = υν

ϕ + Λ
u
[ ( υνϕ+t − υνϕ−t) − ( υν−t

ϕ+t − υν−t
ϕ−t)] (uw)

从式(ut)至式(uw)可以看出 ,给定不同的记忆函数 ,差分格式即有相应的变化 ∀

w  回溯格式的稳定性

众所周知 ,蛙跃格式(us)的稳定条件为¿Ξ∃τ¿[ t ,如果¿Ξ∃τ¿� t ,格式必定是不稳

定的 ∀在对式(ut)格式的稳定性进行研究时 ,先观察式(ut)与式(us)有何差异 ∀显而易
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见 ,两者的差异在于式(ut)比式(us)更多地包含有在 ν和 ν p t时刻观测得到的信息 ∀

令               υηλ � υη¨ικ∃ ξλ (ux)

其中 ι � p t , λ� ϕp t , ϕ, ϕn t , η � ν p t , ν , ν n t ∀

把式(ux)代入式(ut) ,得到

υν+t = Αs υ
ν + Αt υ

ν−t + ΛΕι¶¬±(κ∃ ξ) υ
ν−t + Λι¶¬±(κ∃ ξ) υ

ν (uy)

其中¶¬±(κ∃ ξ) � (¨ικ∃ ξ p ¨p ικ∃ ξ)/ uι ,同类项合并后 ,得到

υν+t − (
t − Ε
u

+ ιΞ∃τ) υν − (
t + Ε
u

+ ιΕΞ∃τ) υν−t = s

式中 Ξ � p
Χ
∃ ξ

¶¬±(κ∃ ξ) ∀对增幅因子 Γ定义为 υν n t � Γυν , υν � Γυν p t � Γu υν p u ,对

于式(uy) , Γ的方程为

Γu + ΒΓ + ∆ = s (uz)

其中 Β � p ((t p Ε)/ u n ιΞ∃τ) , ∆ � p ((t n Ε)/ u n ιΕΞ∃τ) ,式(uz)的两个解为

Γt =
t

u
(
t − Ε
u

+ ιΞ∃τ + Α) (u{¤l

Γu =
t

u
(
t − Ε
u

+ ιΞ∃τ − Α) (u{¥l

其中 Α � {[ (v n Ε)u p w Ξu∃τu] / w n ιΞ∃τ(t n vΕ)}t/ u ,对于真解 Γ � t ∀从式(u{)有

    ¬̄°
∃τψs

Γt � t

    ¬̄°
∃τψs

Γu � ¿p (t n Ε)/ u¿� t ,若 p v � Ε� t

对于真解必定有¿Γ¿� t ,所以式ku{¤l与物理波相联 o而式ku{¥l则与计算波相联 ∀令 υν
t

� Γν
t υ

s
t , υ

ν
u � Γν

u υ
s
u ,则

υν
= αΓν

t υ
s
t + βΓν

u υ
s
u (u|)

以下计算还需要两个初始值 ,一个物理的 υst和一个计算的 υsu , α与 β为常量 ∀从式(u|)

可得出

υs = αυst + βυsu   

υt = αΓt υ
s
t + βΓu υ

s
u

式(u|)可改写为

υν
=

t

Γt − Γu
[ Γν

t( υ
t
− Γu υ

s) − Γν
u( υ

t
− Γt υ

s)] (vs)

  以下讨论一些特例 :

(t) 若 Ξ∃τ � s ,且 p v � Ε� t ,则 Γt � t ,¿Γu¿�¿p (t n Ε)/ u¿� t ,这种情况下的差

分格式是稳定的 ∀

(u) 若 Ξ∃τ Ξ s ,当 �°( Α) � s ,则 (t n vΕ) � s , Ε� p t/ v ∀令

Α = {[ (v + Ε)u − w Ξu∃τu] / w + ιΞ∃τ(t + vΕ)}t/ u = [ ty/ | − Ξu∃τu] t/ u

  k¤l 若 Α � s ,即¿Ξ∃τ¿� w/ v ,则

Γt = (t + u Η)/ v + Ξ∃τ/ u

Γu = (t − u Η)/ v + Ξ∃τ/ u
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其中 Η � (t p | Ξu∃τu/ ty) ∀显然 ,¿Γt¿[ t ,¿Γu¿[ t ,其数值计算是稳定的 ∀相角为

Ηt = ¤µ¦·ª[ v Ξ∃τ/ (u + w Η)]

Ηu = ¤µ¦·ª[ v Ξ∃τ/ (u − w Η)]

则有

υν
= υst¨

ινΗ
t + υsu¨

ινΗ
u      (vt)

  k¥l 当 Α � s ,即¿Ξ∃τ¿� w/ v

          
Γt � Γu �

t

v
n

t

u
ιΞ∃τ  若 Ξ∃τ �

w

v

Γt � Γu �
t

v
p

t

u
ιΞ∃τ  若 Ξ∃τ � p

w

v

可得出¿Γt¿� t ,¿Γu¿� t

Ηt = ¤µ¦·ª(v Ξ∃τ)/ u ,    Ηu = ¤µ¦·ª(− v Ξ∃τ)/ u

所以得出的表达式为

υν = υst¨
ινΗ

t + υsu¨
ιν(? Π− Η

t
) (vu)

  k¦l 若 Α � s ,即¿Ξ∃τ¿� w/ v ,

Γt =
t

v
+ ι(

Ξ∃τ
u

+
u

v
| Η | )

Γu =
t

v
+ ι(

Ξ∃τ
u

−
u

v
| Η | )

如果 Ξ∃τ � w/ v则¿Γt¿� t ;如果 Ξ∃τ � p w/ v则¿Γu¿� t ∀容易看出 ,格式(ut)总是不

稳定的 ∀如上所述 ,

Ηt = ¤µ¦·ª[ v(
Ξ∃τ
u

+
u

v
| Η | )]

Ηu = ¤µ¦·ª[ v(
Ξ∃τ
u

−
u

v
| Η | )]

υν = υst¨
ινΗ

t + υsu¨
ινΗ

u

(vv)

格式(ut)与蛙跃格式有相同的特点 ,即周期为 w∃τ的波是不稳定的 ∀

(v) 令 Ε � (v n Ε)u/ w p Ξu∃τu , Φ� Ξ∃τ(t n vΕ) , 方程

Ε + ιΦ = Ξ + ιΨ (vw)

成立 ∀分别对式(vw)两侧平方 ,把实数部分与虚数部分对应 ,可得

Ξu − Ψu = Ε (vx¤l

 u ΞΨ = Φ (vx¥l

联立方程(vx)的解为

Ξ = ? ( Ε + Εu + Φu)/ u

 Ψ = ? (− Ε + Εu + Φu)/ u

  k¤l Ε ∴s

通过推导 ,得出

Γt � (t p Ε)/ w n Ξ/ u n ι( Ξ∃τ n Ψ)/ u
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Γu � (t p Ε)/ w p Ξ/ u n ι( Ξ∃τ p Ψ)/ u

假定¿Ε¿� t ,按照 Ε ∴s ,即¿Ξ∃τ¿[ (v n Ε)/ u取

Ξ � ? ( Ε n Εu n Φu)/ u , Ψ � Φ/ u Ξ ,得到

若  Ε = − t ,   | Ξ∃τ | [ t

若  Ε = − s .y ,  | Ξ∃τ | < t .u

若  Ε = s ,   | Ξ∃τ | < t .x

若  Ε = t ,   | Ξ∃τ | < u

(vy)

图 t  稳定区域 ´与不稳定区域 µ !¶

(纵坐标 Ξ∃τ ,横坐标为 Ε , Ξ是频率 ,

Ε是式(ut)中的一个记忆参数)

图 u  Ε∴s , Ε � (v n Ε)u/ w p ( Ξ∃τ)u

时的稳定域(说明同图 t)

图 v  区域 µ和 ¶中的稳定区域
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图 w  ´ !µ和 ¶三个区中稳定域的合并

k µ¶和 ¶¶是图 v 中相应部分的缩小l

  式kvyl的图示在图 t中给出 o图中区

域 ´满足式kvyl ∀在这个区内满足¿�t¿

[ t 和¿�u¿[ t的稳定区域在图 u 中表

示 ∀由图可以看出以下特征 }

  若 ΕΙ ≈ p t op s quy|zxw 且¿Ξ∃τ¿[

(v n Ε)/ u ,则¿Γt¿[ t ,¿Γu¿[ t ,格式

(ut)是稳定的 ;若 Ε Ι [ p s .uy|zxw , p s .

t{ss]且¿Ξ∃τ¿[ t .wtx ,则¿Γt¿[ t ,¿Γu

¿[ t , 格式(ut)是稳定的 ; 若 Ε Ι [ p s .

t{ss ,t]且¿Ξ∃τ¿[ s .ts , 则¿Γt¿[ t ,¿

Γu¿[ t , 格式(ut)是稳定的 ,这个稳定区

域的边界好象一个双波运动 ∀

k¥l Ε � s

即¿Ξ∃τ¿� (v n Ε)/ u , 取

Ψ = [ (− Ε + Εu + Φu)/ u] t/ u

Ξ = Φ/ u Ψ          

  这就是图 t中的区域 µ 和区域 ¶ ∀

这两个区域中满足¿Γt¿[ t和¿Γu¿[ t的面积都很小 ,如图 v所示 ∀从图 v可以看到它

们的稳定区域图形好象两个快速下坠中的流星 ∀

为了对稳定区有一个总体概念 ,图 w给出了各稳定区的综合 ∀

x  平流方程的计算

  根据式(w) ,可以把式(tz)的蛙跃格式写作 :

υ( ξ , τ + ∃τ) = Αs υ( ξ , τ − ∃τ) + Αt υ( ξ , τ) + Ηs υ( ξ + ∃ ξ , τ − ∃τ) −

Ηs υ( ξ − ∃ ξ , τ − ∃τ) + Ηt υ( ξ + ∃ ξ , τ) − Ηt υ( ξ − ∃ ξ , τ) (vz)

取 Αs � t , Αt � s , Ηs � Ηs � s , Ηt � Ηt � Λ∀且采用在差分格式中常用的符号 ,式(vz)就成

为式(us) ∀因为假定了 Αt � Ηs � Ηs � s ,所以在 τ时刻的单点观测资料和 τ p ∃τ时刻的场

资料都没有得到利用 ∀

作为一个实例 ,假定有 v个时间水平 ,在 τ和 τ p ∃τ时刻的资料全都用上 ,以式(ut)

回溯格式进行计算 ,式中的系数 Αs , Αt , Ηs 和 Ηt 不是由给定 Β(ρ , τ)一个特定值来决定 ,

而是由一个理想场资料以最小二乘法来确定 ,由理想流

υ( ξ , τ) = α¶¬±( Ξξ − Ρτ) (v{)

计算得出 ,式中

Ξ = uΠ/ Λξ , Λξ = vyss ®° oΡ = uΠ/ Τ , Τ = x§ � x ≅ uw «oξι = ι∃ ξ ,

∃ ξ = vss ®° oτΣ = Σ∃τ ,∃τ = t«oΡ = Ξ χ , α = ts °r¶o χ � { qv °r¶

显然 ,式(v{)是正弦和余弦项的组合 ∀如果 ξ 为已知 , υ随时间 τ而变 ,首先计算 tus «
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时间序列 o称为实时序列 ∀这序列是由式kv{l假定 ξ � t{ss ousss ouwss ®°产生的 ∀随

后是 w{ «序列 o是设定了 π � t o以式kusl和kutl预报得出的 ∀在积分中 o对于蛙跃格式

时间步长为 ts °¬±o回溯格式时间步长为 t «∀所用的依赖样本 tus个 o独立样本 w{个 ∀

若取定 ξ � t{ss ®° o通过计算 o得出回溯时间积分方程为

 υν n t
ϕ � s .y{v| υν

ϕ n s .vtyt υν p t
ϕ p s .sw{s( υν

ϕn t p υν
ϕp t) p s .stzz( υν p t

ϕn t p υν p t
ϕp t) (v|)

表 1  蛙跃格式(ΛΦ)与回溯格式(Ρ Τ)在时间积分中的精确度的比较

空间尺度k®°l

uwss usss t{ss
平均

相关系数k Ρl
�ƒ

� ×

s q|xt

s q||w

s q|wx

s q|{z

s q{|{

s q||u

s q|vt

s q||t

均方根误差k Ρ ΜΣΕl
�ƒ

� ×

ut qsw

u qzsz

x qsu|

u qy{t

| qzxw

u qwvx

tt q|w

u qys{

  在表 t中可以明显地看到回溯积分比蛙跃格式好得多 ∀虽然用蛙跃格式k�ƒl或回

溯格式k� ×l预报得出的时间序列与用式kv{l生成的时间序列的相关系数都是显著的

k Ρs qst � s qvzl o但是 � × 的相关系数都比 �ƒ的大 o特别是 � × 的均方根误差k Ρ ΜΣΕl比

�ƒ的小得多 ∀平均相差 x倍ktt q|wru qys{ � w qyl o在 ξ � usss ®°时 o至少也有 u倍 ∀

这足以证明 � × 格式计算是比较精确的 ∀此外 o在计算中 � × 格式所取步长为 t «o它是

�ƒ格式计算的 y倍 o所以效率也大大高于 �ƒ格式 ∀

y  结  论

在各种不同的预测预报领域 o如海洋 !水文 !气象 !地震乃至经济等 o对提高预报准确

度和效率给予了极大的关注 o本文提出的回溯时间积分格式比传统采用的积分格式包含

更多的信息 o使观测所得的点和场资料能得到充分利用 o而且在计算中所用记忆系数本身

能起到时间平滑的作用 o避免了在积分过程中进行时间平滑 ∀可见 o回溯格式对提高数值

预报准确度和计算速度有可靠的效果 o是一个有前途的新方法 ∀当然 o任何新的方法都需

要经历逐步提高与完善的过程 o回溯格式也不例外 ∀从数学上充分证明回溯格式的稳定

性是很困难的 o本文针对记忆函数的特定的取值来加以讨论 o是否对所有情况都有普适

性 o有待于继续研究 ∀
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²©¤± ¤§√ ¦̈·¬²± ΅ ∏¤·¬²±¬± ¦̈µ·¤¬± ¦²±§¬·¬²±¶¤µ̈ §̈µ¬√ §̈ °¤·«̈ °¤·¬¦¤̄ ¼̄ q ×«̈ ¦²°³∏·¤·¬²±¶
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