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提   要

  在满足有界条件的数值解是计算稳定的定义下 o讨论了辐射加热问题的时间积分 o并证

明 }如辐射加热和其对时间的一阶微商均连续时 o用向前差分格式计算的数值解是计算稳定

的 ∀还用一个例子证明 }问题的数值解可以收敛到其解析解 ∀

关键词 }辐射加热问题  时间积分  计算稳定性

  当前 o对大气数值模式的时间积分 o其绝热部分比较成熟 o方法也比较多 o对非绝热部

分的时间积分 o耗散过程比较成熟 o但加热过程则讨论得较少 ∀针对这种情况 o本文对加

热过程的时间积分进行了分析 o并给出两个无条件稳定的计算方案 ∀

1  计算稳定性

考虑加热过程是关系到系统生灭的重要过程 o它可以使波幅随时间增长 ∀对这样的

过程 o显然不能要求增幅因子小于或等于 t o也不能要求小于或等于 t n sk∃τ l ~因而 o常

用的计算稳定性定义不适用 ∀不过 o根据观测 o加热引起的波幅增长是有界的 o如果放松

一点 o可以采用满足有界条件的数值解 o是计算稳定的 ∀下面我们将在这个意义下来讨论

加热过程的时间积分问题 ∀

2  加热过程的数学物理性质

选择或设计时间积分方案应针对加热过程的数学物理性质 ∀加热过程因其种类不

同 o其数学物理性质可以有显著差别 ∀比如辐射 o尽管它受到云 !气溶胶等的影响 o但其周

期性很显著 ∀它可以假定是多周期的连续函数 o其空间分布也很有规律 ∀可是 o凝结潜热

的释放却不是这样 o无论在时间上和空间上 o其出现和消失都比较突然 o尤其是对流性降

水 o其空间分布的不连续性很明显 o有些地方降水很强 o很集中 o而很多地方却没有降水 ∀

看来 o只有在发生凝结的地区 o在凝结持续期内 o把凝结加热看成连续函数才是合理的 ∀

另一方面 o加热过程往往和平流过程 !耗散过程等相伴出现 o对其作时间积分本应在

一起进行 ∀但是 o为了使计算简便 o我们可以用分解算法把这些过程分阶段积分 ∀这样 o

我们可以单独讨论加热过程的时间积分 ∀

3  辐射加热的时间积分

ktl 方案一

k¤l 方案  考虑辐射加热的热力学方程可以写作
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其中 ΘΡ 是辐射加热率 o设为时间的多周期的连续函数 o且其对时间的 t阶微商也是连续

的 ∀

对方程ktl作从 τ = τs到 τ = τΝ的积分 o我们有

       Τ(τΝ) = Τ(τs) +
t
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s
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  根据假设 o ΘΡ是有界的 ,上式的积分也是有界的 ∀考虑 Τ(τs)是有界的 , Τ(τΝ)应当

是有界的 ∀而且 ,由于 ΘΡ的周期性 ,对任一时刻 τ( > τs) , Τ(τ)也应当是周期的 ∀但是 ,在

ΘΡ的周期远大于τΝ − τs时 , ΘΡ
在积分号下可能总是同一符号 ∀这样 o温度可能随时间一

直增长k或减少l ∀这时 o用时间离散化后的方程积分 o也应有类似结果才合理 ∀

方程ktl可以用向前差格式表示为
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于是
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  根据假设 o式kwl中的求和项有极限存在 o并趋于Θ
τ
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τ
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ΘΡ§τ , ΘΡ 在(τΝ , τs) 上是 �¬̈2
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       Ε =
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所以 ΤΝ是有界的 o即计算是稳定的 ~而且是无条件的 o也是周期的 ∀
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其中 +t和 +u表示年周期和日周期 ∀代入方程ktl可以求得准确解
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  k≤l 误差增长  既然格式kvl的数值解可以随时间增长 o其误差是否也随时间增长 o

仍是一个待研究的问题 ∀设

       Ττϕ = ( Φ
ϕ
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其中 Γϕ是 τϕ时刻的增长因子 ,即 Ττϕ = ΓϕΤ
τ
ϕ
−t ,而

       Τs = Τ
Χ
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Τ
Χ
s是 τs时刻温度的真值 oΕs是初始误差 ∀如
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ϕ是 τϕ时刻在 Εs � s时按式ktsl应有的值 ∀显然 o
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把式kttl oktul代入ktsl并和上式相减 o则有
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如 Ττϕ随时间增长 o则
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故¿Εϕ¿也随时间增长 ∀但
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即相对误差不变 ∀

  kul 方案二

k¤l 方案  如果采用蛙跃格式 o则方程ktl的差分形式可以写成
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当 Ν为偶数时
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  根据前面的假设 o易证当 ∃τϖs时
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和
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  如果 ΘΡ 连续且其对时间的 u阶微商也连续 ,则用式(tz) 求得的 ΤτΝ有关系式

       Τ(τΝ) = ΤτΝ + Ε

而

       Ε = −
t

| Χπ Ν
u(τΝ − τs)

v ΘδΡ(Φ)   τs < Φ < τΝ

故 ΤτΝ是有界的 o即计算是稳定并且是无条件的 ∀对于式kt{l也有类似结果 ∀

k¥l 收敛性  设在 τ = τt时
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t
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则当 ∃τ ϖs时 o从式kusl和kutl o因
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上式成为式kt|l ∀也就是说用式ktyl和kutl构成的数值解是收敛的 ∀

4  推  广

  从前面的结果可以看出 }如非绝热加热满足上面的条件 o用它代替 Θ o则格式kvl和

ktyl okutl仍然是无条件计算稳定的 ∀
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