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提   要

介绍了广义 ∞¤§¼模态的斜压不稳定问题并着重讨论了环境参量对该不稳定的影响 ∀

该模态不仅存在有类似于经典 ∞¤§¼模态的不稳定短波截断 o还存在有经典 ∞¤§¼模态中没

有的长波截断 o前者对环境参量的变化不太敏感而后者对环境参量的变化敏感 ∀层结参数

的减小 o模式底基流垂直切变的增大 o纬度的增高和模式层顶高度的减小 o均有利于该模态

不稳定的发生 ∀广义 ∞¤§¼模态下的最不稳定波仍发生在天气尺度波段 o其振幅和位相随高

度的变化大体与标准 ∞¤§¼模态类似 o等位相线也随高度西倾 o但振幅关于大气中层不再呈

对称性 ∀

关键词 }环境参量  广义 ∞¤§¼模态  不稳定

引  言

众所周知 o中高纬度天气尺度系统的发展和大气的斜压性密切相关 o为了解该类系统

的发展机制则必须讨论斜压不稳定问题 ∀关于斜压不稳定问题的开创性研究是由

∞¤§¼
≈t 和 ≤«¤µ±̈ ¼

≈u 进行的 ∀ ∞¤§¼模态和 ≤«¤µ±̈ ¼模态的稳定性问题已成为斜压不稳定

的经典问题 ∀在 ∞¤§¼模态和 ≤«¤µ±̈ ¼模态中均假定了纬向西风基流具有恒定的垂直切

变且层结参数 Νu为常数 ∀但这两个模态也有不足 o∞¤§¼模态的主要不足是取 φ平面近

似 , Β为零 o而 ≤«¤µ±̈ ¼模态虽考虑了 Β的作用 o取 Β平面近似 o但其不足之处在于仍采用

了基流垂直切变和 Νu 为常数的假定 ∀由于这两个模态的不同 o两者解的形式也不同 ∀

几十年来在 ∞¤§¼ !≤«¤µ±̈ ¼工作的基础上 o不少人对斜压不稳定作过许多研究 o直至现在

其仍是一个气象学者感兴趣的课题 ∀ �¬±§½̈ ±≈v kt||wl曾研究了基本场位涡梯度为零 oΒ
Ξ s情况下的 ∞¤§¼问题 o即广义 ∞¤§¼问题 ∀他指出 o由于 ΒΞ s o只要 Νu 及西风基流的

垂直切变 Υζ 不为常数 o则仍可满足基本场位涡梯度为零的条件 o此时可采用 �̈ ¶¶̈¯函数

求解标准模问题 o但其结果与经典 ∞¤§¼问题不同 ∀经典 ∞¤§¼问题只存在短波截断 o即对

水平波长 Λ � Λχ( Λχ为临界波长l的所有波动均是不稳定的 o而在修正的 ∞¤§¼问题中 o不

稳定扰动的波长 Λ则要满足 Λχt � Λ � Λχu o这里 Λχt和 Λχu分别是两个临界波长 o也即其

不仅存在短波截断 o还存在长波截断 ∀在上述 �¬±§½̈ ±的问题中 o利用其基本场位涡梯度

为零的条件可求其 Νu 和 Υζ o此时因 ΒΞ s o故必有 Νu 不为常数或 §u Υr§ζu Ξ s ∀同年
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� ∏≈w 等对于非线性 ∞¤§¼模态的稳定性问题进行了研究 o随后 �∏¬和 � ∏≈x kt||yl又研究

了准地转斜压流中 ∞¤§¼模态的非线性稳定性 ∀最近 �¬∏和 � ∏≈y kusstl等人还研究了广

义 ∞¤§¼模态的非线性斜压不稳定问题 o在该问题中 ΒΞ s且 Νu也可不为常数 o但作者仅

考虑了 Νu为常数的情况 ∀此时只要选取合适的基流 o仍有基本场的位涡梯度为零 o并可

求解该斜压不稳定问题 ∀本文介绍了此问题并着重讨论了环境参量对该不稳定的影响 ∀

t  广义 ∞¤§¼模态斜压不稳定问题的求解

绝热 !无地形的准地转位涡方程为 }

9 Π
9 τ + 9( 5 , Π) = s (t)

这里 Π� �u 5 n
t

Σ
5 ζζ n φs n Βψ为位涡 , 5 为流函数 , �u �

9u

9 ξu
n
9u

9 ψ
u , 9( 5 , Π) � 5 ξΠψ

p 5ψΠξ , φs为科氏参数 , Β为 φ随纬度的变化 , Σ � Νu/ φ
u
s , Ν

u为层结参数 ,为简便起见均

设这些参数为常数 ∀在区域 8 � ∆ ≅ (s , Η)中考虑此问题 ∀这里 ∆ � { p Ξ [ ξ [ Ξ ,

p Ψ [ ψ[ Ψ} , Ξ和 Ψ为区域的东西和南北边界 ,此时边界条件为 :

5 ξ | ψ= ? Ψ = s

9
9 τΘ

Ξ

− Ξ

5ψ§ξ = s

9 Βs

9 τ
+ 9( 5 , Βs) = s , ζ = s

9 Βt

9 τ + 9( 5 , Βt) = s , ζ = Η

(u)

这里 Η为模式层顶高 , Βs � 5 ζ¿ζ � s , Βt � 5 ζ¿ζ � Η ∀设 :

5 = 7 + Ω, Π = Θ + θ , Βι = Βι + βι , ι = s ,t (v)

在此 Βs � 7 ζ¿ζ � s , Βt � 7 ζ¿ζ � Η , βs � Ωζ¿ζ � s , βt � Ωζ¿ζ � Η ;而 7 , Θ则为满足方程(t)和

边界条件(u)的定常基本态 , Ω, θ为其扰动 ∀现考虑 7 及相应的基本气流 Υ有以下的形

式 :

7 (ψ, ζ) = − +ψζ(t + ΒΣ
u +

ζ) − ψΥs (w¤)

Υ(ζ) = −
9 7
9 ψ

= +ζ(t + ΒΣ
u +

ζ) + Υs = Υs + +ζ + ΒΣ
u

ζu (w¥)

这里 Υs , + 均为常数 ,且 + � s ∀由式(w¥)可见 ,此时基本气流 Υ的垂直切变不为常数 ,

当 Β , Σ不为零时 ,它是 ζ的二次函数 ;而其切变 :

Υζ = + + ΒΣζ (w¦)

则为 ζ的线性函数 ;当 ζ � s时 ,有 Υζ(s) � + ,故 + 反映了在模式底(即 ζ � s处)基流的

垂直切变 ∀从 Υ和 7 的形式还可推出此时基本态的位涡 Θ � φs 为常数 ,基本态的位涡

梯度 9 Θ/ 9 ψ� s ∀将式(w¤) !(w¥)代入方程(t)和边界条件(u) ,可得线性化后的方程和边
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界条件 :

[
9
9 τ

+ Υ(ζ)
9
9 ξ

] θ = s (x)

[ (
9
9 τ + Υ

9
9 ξ

) Ωζ − ΥζΩξ] ζ = s , Η = s , (y)

设方程(x)的解为 :

Ω = Υ(ζ)¦²¶λψ̈
ικ( ξ − χτ) (z)

其中 χ为复相速 ,并且 :

λ = (ϕ +
t

u
)
Π
Ψ
, ϕ = s ,t ,u , , ({¤)

κ =
µΠ
Ξ

, µ = t ,u , , ({¥)

记 :

Μu = (κu + λu) ΣΗu
> s ({¦)

为无量纲总波数 ,

β = ΒΣΗ/ + > s ({§)

为无量纲数 ,则方程(x)和边界条件(y)可化为 :

§u Υ
§ζu

−
Μ
ΗΥ = s (|)

(χ − Υs) Υζ(s) + +Υ(s) = s (ts¤)

[ χ − + ∋(t + β/ u) − Υs] Υζ( Η) + +(t + β) Υ( Η) = s (ts¥)

方程(|)的通解可取为 :

Υ =
qΑ¦« Μ

Η
ζ +

qΒ Η
Μ
¶«

Μ
Η
ζ (tt)

其中 qΑ , qΒ为不为零的任意常数 ∀利用边界条件(ts¤) !(ts¥)可得以下频散关系 :

χt
+ Η

u

Μ¶«Μ−
χt
+ Η

Μ t +
β
u

¶«Μ− β¦«Μ + t +
β
u

¦«Μ−
(t + β)

Μ
¶«Μ= s

(tu)

这里 χt � χ p Υs ,且有 χt
qΒ � p +qΑ ∀

式(tu)是一个关于 χt也即关于 χ的二次方程 ,存在着两个解 ,其对应于斜压大气中

长波的两个模态 ∀显然 ,存在不稳定正规模的充要条件是式(tu)关于 χt的判别式 ∃ � s ,

也即 :

∃ = w t +
β
u

u

[ Λ
u(Μ) − t] + βu < s (tv)

上式也可写为 :

Λ
u(Μ) < t −

βu

(β + u)u
(tw)

在此有 :

Λ(Μ) = ¦«Μ−
t

u
Μ¶«Μ (tx)
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函数 Λ(Μ)和 Λ
u(Μ)的图象如图 t所示 ∀由上述 Λ(Μ)的表达式可知 ,若 Μ∴s则 Λ(Μ)是 Μ

的单调减函数 ;且有 Λ(s) � t ;Μµ � u .syx时 , Λ(Μµ ) � s ,和 Μs � u .v||时 , Λ(Μs) � p t ∀

当 Λ(Μ) � s时 ,随着 Μ的增大 , Λ(Μ)则迅速减小 ;特别当 s � Μ� Μs时 ,有 Λ
u(Μ) � t ,由式

(tv)可知 ,此时可有 ∃ � s ,故扰动有可能发生不稳定且不稳定扰动的无量纲总波数总是

大于零而小于 Μs(参见图 t¥) ∀

图 t  函数 Λ(Μ) (¤)和 Λ
u(Μ) (¥)的图像

  对于任意给定的 β(其大于零) ,参考式(tw) ,(tx)后知 ,总存在 Μt , Μu ,使得以下两

式[ y]成立 :

Λ(Μt) = t −
β

β + u

u
t
u

(ty¤)

Λ(Μu) = − t −
β

β + u

u
t
u

(ty¥)

且 Μt ,Μu ,还满足以下不等式 :

s < Μt < Μµ < Μu < Μs (tz)

这里 Μt即是广义 ∞¤§¼模态线性不稳定相应于长波截断的临界波数 ,而 Μu则是该不稳定

相应于短波截断的临界波数 ∀当 Μt � Μ� Μu时 ,相应的扰动是不稳定的 ,且 Μ� Μt相应于

长波稳定区 ,Μ� Μu则相应于短波稳定区 ∀

u  环境参量对广义 ∞¤§¼模态不稳定的影响

首先取典型的环境参量 ,对由式(tu)决定的频散关系进行计算 ∀计算中取 Νu为 t ≅

tsp w¶p u ,纬度 <取 wxβ o此时 φs � t qsvt ≅ tsp w oΒ� t qyus ≅ tsp tt o模式顶高 Η取 ts ®° ,

模式底基流垂直切变 + 则取 s .ssv ¶p t ∀计算结果如图 u所示 ,图 u的横坐标是无量纲

总波数 Μ,纵坐标分别是 χ的实部和虚部 ,其分别代表了扰动的传播相速和不稳定的增长

率(后面的图与此相同 ,不再赘述) ∀由式(tu)可知关于 χ有两个根 ,图中的实线和虚线分

别代表了 χ的两个解 ∀由该图可见 ,当 Μ� u .v|w和 Μ� s .{v时 , χ的虚部为零 ,即不稳定

的增长率为零 ,这两个区域分别对应于短波稳定区和长波稳定区 ∀当 s .{v � Μ� u .v|w
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时 , χ的虚部不为零 ,即存在一对不稳定的增长解和衰减解 ;故 Μu � u .v|w是该典型环境

下短波截断的临界波数 ,在经典的 ∞¤§¼模态中 ,该短波截断也是存在的 ;而 Μt � s .{v则

是不稳定长波截断的临界波数 ,这与经典的 ∞¤§¼模态不同 ,在那里不存在长波截断 ∀

从图 u¤o即 χ的实部k相速l随 Μ的变化图中还可见 }对应于 χ的虚部不为零的两个

模态k一个增长 o一个衰减l o其相速相同并均大于零 o扰动向东传播 o且随 Μ的增大 o该相

速略有增加 ∀对应于短波稳定区和长波稳定区的扰动 o也有两个模态 o它们传播的相速不

同 ∀在短波稳定区 o这两个模态的相速均大于零 o向东传播 ∀其中一个模态随 Μ的增大

k波长减小l相速减小 o而另一模态则相速增加 o前者相速随波长的变化规律与众所周知的

Β通道中的正压 � ²¶¶¥¼波相似 ∀在长波稳定区 o随着 Μ的减小k波长增大l o扰动的两个

模态则分别向东 !向西传播 o而这与短波稳定区中的情况有所不同 ∀西传模态相速的绝对

值随 Μ的减小而迅速增大 o当 Μψs时 o该相速 ψ p ] ~该相速随波长的变化规律也类似于

Β通道中的正压 � ²¶¶¥¼波 ∀

为了解环境参量对广义 ∞¤§¼模态不稳定的影响 o本文还对不同的 Νu , + ,纬度 <和

Η作了计算 o下面给出具体的计算结果 ∀

2 q1  层结参数的影响

取其它参量与上面典型的情况k图 u的情况l相同 o而层结参数 Νu则分别取 t ≅ tsp x

¶p u和 t ≅ tsp v¶p u o其相应相速和增长率的计算结果则见图 v¤!¥o图 w¤!¥∀与图 u¤!¥对

照后可知 o对应不同的 Νu值 o在区间 Μt � Μ� Μu中 , χ的虚部不为零 ~在该区间中 o有不稳

定扰动 ~而 Μt ,Μu分别是上述的长波截断和短波截断的临界波数 ∀相应 Νu 为 t ≅ tsp x

¶p u的情况 oΜt � s qv oΜu � u qv|{ ~而相应于 Νu 为 t ≅ tsp v¶p u o则 Μt � t qy oΜu � u qv ∀ Νu

的变化引起了上述临界波数的变化 ∀表 t还给出了计算得到的不同层结稳定度 Νu 时 o

两个临界波数的大小 ∀从该表可见 o随着层结稳定度 Νu的减小 o短波截断的临界波数增

大k临界波长减小l o长波截断的临界波数减小k临界波长增大l o不稳定波段的范围变大 o

也即层结稳定度的减小有利于广义 ∞¤§¼模态不稳定的发生 ∀此外还可见 o层结稳定度的

增大 o虽然不稳定的波段范围减小了 o但是最大不稳定增长率却增大了 o这可能是因 Νu

的增大有利于不稳定能量的累积的缘故 ∀

图 u  不稳定扰动的增长率k¥l和相速k¤l随总波数的变化

k Νu � t ≅ ts p w¶p u o< � wxβ oΗ � ts ®° o+ � s qssv ¶p tl
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图 v  不稳定扰动的增长率k¥l和相速k¤l随总波数的变化

k Νu � t ≅ ts p x¶p u o< � wxβ oΗ � ts ®° o+ � s qssv ¶p tl

图 w  不稳定扰动的增长率k¥l和相速k¤l随总波数的变化

k Νu � t ≅ ts p v¶p u o< � wxβ oΗ � ts ®° o+ � s qssv ¶p tl

表 1  ϖ1 和 ϖ2 随 Ν2 的变化( Ν2 单位为 10 − 5σ− 2)

Νu s qsu s qsy s qt s qu s qy t qs y qs ts ys tss

Μt s qsuy s qtyw s quxy s qv| s qyyy s q{uy t qwvw t qxzy t q{z| t q|uw

Μu u qv|| u qv|| u qv|| u qv|| u qv|z u qv|z u qvwx u qvtz u qusw u qtzz

2 q2  模式底基流垂直切变的影响

这里其它参量仍取上面典型的情况k同图 ul o仅改变模式底基流垂直切变 + 的大小 o

以讨论其影响 ∀取不同的 + 计算后 o其不稳定扰动的增长率和相速随总波数的变化类似

于图 u o仍存在长波截断和短波截断 o与图 u的最大差别是这时的 Μt 和 Μu 大小不同 ∀ Μt

和 Μu随模式底基流垂直切变 + 的变化见图 x o由图可见 o随着 + 的增大 o长波截断的临

界波数 Μt 减小 o短波截断的临界波数 Μu 增大 ∀当 + � s qsst ¶p t时 oΜt � t qux oΜu �

u qvzu ~当 + � s qst ¶p t时 oΜt � s qx oΜu � u qv|{ ∀故模式底基流垂直切变的增大有利于不

稳定的波段范围变大 o即有利于广义 ∞¤§¼模态不稳定的发生 ∀

2 q3  纬度的影响

  纬度 <的改变将使参数 φs和 Β发生变化 ∀ <减小则 φs减小而 Β增大 ,从而使 ΒΣ增
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图 x  Μt(实线) !Μu(虚线)随 + 的变化

大 ,由式(w¦)知其使基流的垂直切

变增大 ∀这里其它参量仍取上面典

型的情况(图 u的情况) ,仅改变纬

度 <的大小 ,以讨论其影响 ∀不同

纬度的计算结果表明 ,纬度的不同

不改变广义 ∞¤§¼模态中存在的不

稳定长波截断和短波截断的特征 ,

仅改变长波截断 !短波截断的临界

波数 Μt , Μu 的大小(其不稳定扰动

的增长率和相速随总波数的变化类

似于图 u ,图略) ∀图 y给出了 Μt !

Μu 随纬度的变化 ,从图上可以看

图 y  Μt(实线) !Μu(虚线)随纬度的变化

出 ,长波截断的临界波数 Μt随纬度

的增高而减小 ,短波截断的临界波

数 Μu 随纬度增高而增大 ∀从图上

还可看出当 < � vxβ时 ,Μt � t .sx ,Μu

� u .v{y ;当 < � xxβ时 ,Μt � s .z , Μu

� u .v|y ∀参照图 u后可知 ,随纬度

的增大不稳定波段的范围变大 ,故

纬度的增高有利于广义 ∞¤§¼模态

不稳定的发生 ∀

2 q4  模式层顶高的影响

模式层顶高 Η是通过式({§)

中的 β 来影响频散关系的 ∀这里

其它参量仍取上面典型情况(图 u的情况) ,仅改变 Η的大小 ,以讨论其影响 ∀不同 Η的

计算结果表明 , Η的不同不改变广义 ∞¤§¼模态中存在的不稳定长波截断和短波截断的

特征 ,仅改变长波截断 !短波截断的临界波数 Μt ,Μu的大小(其不稳定扰动的增长率和相

速随总波数的变化类似于图 u ,故图略) ∀表 u给出了计算得到的 Μt和 Μu随 Η的变化情

况 ∀由该表可见 ,随着 Η的增大 ,Μt增大而 Μu 减小 ∀当 Η为 v ®°时 ,Μt � s .y ,Μu � u .

v|{ ;当 Η为 x ®°时 ,Μt � s .z ,Μu � u .v|y ∀参照图 u后可知 ,模式层顶高 Η的减小有利

于广义 ∞¤§¼模态不稳定的发生 ∀
表 2  ϖ1 和 ϖ2 随 Η的变化

Ηr° tsss usss vsss wsss xsss ysss zsss {sss |sss tssss

Μt s quxy s qv| s qw{t s qxxv s qytv s qyyy s qztu s qzxw s qz|t s q{uy

Μu u qv|| u qv|| u qv|| u qv|{ u qv|{ u qv|z u qv|y u qv|y u qv|x u qv|w

v  讨  论

文献≈y 的理论分析已指出 o环境参量改变后 o广义 ∞¤§¼模态不稳定中同时存在有长
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波截断和短波截断的特征不发生变化 o本文用数值方法的计算结果也得到了同样的结论 ∀

广义 ∞¤§¼模态中存在有长波截断 o这点与经典 ∞¤§¼模态有所不同 ∀长波截断的存在主

要是由于基流的垂直切变不是常数 ∀实际大气中基流k纬向西风l随高度的变化是多样

的 o其垂直切变一般不为常数 ∀

对于环境参量取典型值k图 u中的值l的情形 o从图 u¥中可见 o相应其最大增长率的

无量纲总波数 Μ约为 t qux o若取 Ψ � usss ®° o此时可算得其水平波长 Λ约为 xzys ®° o

属天气尺度系统 ∀由此可知在该典型环境下 o天气尺度的扰动最易发生不稳定 ∀

仔细分析以上的计算结果后还可发现 o环境参量改变虽然不影响 Μt和 Μu的存在 o但

不同的环境参量却对 Μt 和 Μu 的大小有很大的影响 ∀值得注意的是 o短波截断的临界波

数 Μu 和长波截断的临界波数 Μt 随环境参量的变化趋势却不相同 o长波截断的临界波数

对环境参量的变化敏感 o而短波截断的临界波数对环境参量的变化不太敏感 o且其总是小

于 u qw o这是因函数 Λ
u(Μ)的形式所决定的 ∀

当 Μs � u qv||时 oΛ
u(Μs) � t o而 Μ� Μs 时 oΛ

u(Μ) � t o且随 Μ的增加 Λ
u(Μ)的值急速

增大k参见图 t¥l o从而由前面存在该不稳定的充要条件可知 o相应于 Μ� Μs 的短波均是

稳定的 ∀

当 s � Μ� Μs时 o有 Λ
u(Μ) � t o故在该区间均有发生不稳定的可能 o但是否确有不稳

定发生还取决于不等式ktwl的满足 o即决定于参数 β的取值 ∀环境参量的变化会造成 β

值的变化 o由于在 s � Μ� Μs的区间 Λ
u(Μ)的值变化较平缓k参见图 t¥l o这样不等式ktwl

的成立就对 β值敏感 ∀因 β � ΒΣΗ/ + ,故不等式ktwl对环境参量敏感 o这就造成了长波

截断的临界波数对环境参量的变化敏感 ∀

图 z  最不稳定波的振幅k实线l和位相

k虚线 o单位 }µ¤§l随高度的变化

进一步分析式kttl !ktul可知 o解二

次方程式ktul可求得两个根 χ o这样式

kttl就有两个相应于该 χ的解 o其分别对

应于 ζ方向上的两个模态 ∀将式ktul求

得的两个 χ利用关系 χt � χ p Υs !χt
qΒ �

p +qΑ和式kttl就可求得这两个模态的

结构 ∀

  图 z给出了最不稳定波的振幅和位

相随高度的变化 o其结果大体与标准的

∞¤§¼模态类似≈z  o不同的是这里振幅关

于大气中层k即 ζ � Η/ u处l不再呈对称

性了 o这是由于这里风切变是非线性的缘

故 ∀对于与以上复速度 χ共扼的另一支

稳定的波 o其振幅随高度的变化与图 z相

同 o而位相随高度的变化则与图 z 相反

k图略l ∀

由于图 z中的最不稳定波的位相随

高度增加 o故该波动的等位相线必然随高度西倾 o这恰好是能量从平均场向扰动场转换的
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条件 ∀从 ξ2ζ剖面图可看出k图略 o实际上从图 z也可看出l oζ � s处波动的位相比 ζ �

Η处波动的位相超前约 Π/ 2 ραδ ,也即顶层等压面的槽脊比底层等压面要滞后 Π/ 2 ραδ ∀

这体现了斜压不稳定扰动的特点 ∀

w  结  语

在 Νu为常数 , ΒΞ s的情况下 o通过选取其垂直切变不为常数的基流k纬向西风l o可

得基本场位涡梯度为零的广义 ∞¤§¼模态 ∀本文对该模态的线性稳定性作了介绍 o讨论了

环境参量对该不稳定模态的影响 o并得到以下主要结论 }

tl 广义 ∞¤§¼模态不仅存在类似于经典 ∞¤§¼模态的不稳定短波截断 o还存在经典

∞¤§¼模态中没有的长波截断 o前者对环境参量的变化不太敏感而后者对环境参量的变化

敏感 ∀

ul 层结参数 Νu的减小 ,模式底基流垂直切变 + 的增大 ,纬度 <的增高和模式层顶

高 ∋ 的减小 o均有利于广义 ∞¤§¼模态不稳定的发生 ∀

vl 广义 ∞¤§¼模态下的最不稳定波仍发生在天气尺度波段 o其振幅和位相随高度的

变化大体与标准 ∞¤§¼模态类似 o等位相线也随高度西倾 o但振幅关于大气中层不再呈对

称性 ∀

致谢 }中国科学院大气物理研究所穆穆研究员对本文第 u节的完成起了重要作用 o在此特向他致以衷心
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