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摘   要

空气污染预报属于正问题 o而从污染物浓度来求解扩散系数则属于反问题 ∀正问题和

反问题有着本质的不同 o在解的定义和求解方法上也有很大的区别 ∀从最优控制的角度定

义了大气边界层中垂直扩散系数反演问题的解 o用伴随模式方法得到目标函数的梯度并求

解反问题 ∀研究中发现 o反演的结果与模式差分格式的选取有关 o与测试源的设置也有直接

的关系 ∀在经过多次数值试验后 o对于误差的来源进行了理论分析 o发现了反演结果与差分

格式及测试源之间的联系 o得到了满意的反演结果 o并为实验测定扩散系数提供了依据 ∀

关键词 }扩散系数  最优控制  伴随方法  差分格式

引  言

污染物在大气中随风飘流 o又因为湍流而扩散 o这一过程 o我们通常用平流2扩散方程

来描述 ∀在这里为了研究的方便 o我们假定 }方程是精确的 ~在给定了气象场 !扩散系数 !

污染源及初 !边值等条件后 o方程的解是适定的 ∀那么 o我们可以把方程k或者方程对应的

数值模式l看作是一个确定的系统 o该系统在输入了上述这些条件k原因l后 o就会得到一

个确定的浓度场时空分布k结果l ∀由原因求结果 o称为正问题k§¬µ̈¦·³µ²¥̄¨°l ∀由结果

求原因 o称为反问题k¬±√ µ̈¶̈ ³µ²¥̄¨°l ∀求解反问题 o称为反演≈t  ∀

大气边界层内 o紊乱的气流造成气团的垂直混和 o主宰了动量 !热量 !水汽和污染物等

在垂直方向的输送 o并进而影响着天气和气候系统 ∀由于湍流的紊乱无序 o我们通常不是

研究其瞬间的性态 o而是试图对它的总体效应k扩散系数l进行描述k参数化l≈u ov  ∀关于

大气边界层的参数化方案很多 o但是要实际应用 o必须先确定若干经验参数 ∀这些参数通

常是间接的 !难以测量的 o没有合理的参数数值 o再好的方案也难以付诸实用 ∀要从相对

容易测量的物理量k比如浓度l反求扩散参数 o就是一个典型的反演问题 ∀

反演问题和正问题 o初看起来都是已知一部分信息 o通过信息间的联系 o求未知信息 o

似乎正问题能解决了 o反问题也不难 ∀但是正问题是由原因求结果 o顺着事物发展的趋势

进行推演 o是在模拟物理上可实现的过程 ∀反问题是由结果回溯原因 o这一过程 o一般是

物理上不可实现的k不可逆l ∀正问题的解要求是存在 !唯一且稳定 o反问题的解则很难满

足这些适定性要求 ∀另外 o即使正问题是线性的 o其相应的反问题也完全可能是非线性

的 ∀因此反问题往往比正问题要困难得多 o迄今为止反问题的研究还不是很成熟的 ∀
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本文用最优控制的观点来定义反问题的解 o以/ �理论0为例 o用变分伴随方法求解最

优控制问题 o从而得到满足要求的最合理的解k扩散系数l o并与扩散系数的/真实值0进行

比较 ∀

t  反问题的定义及求解方法

首先我们对反问题的解进行定义 ∀

用最优化方法 o得到一个扩散系数分布 o使得预报值与观测值之差的平方和k即目标

函数 ∆l为最小 ∀

°¬± ∆ =
t

u Θ
τ
µ

τ
s

§τΘ
Γ

π( 5 − 5 Ο)
u§Γ (t)

其中 5 � 5( ξ , ψ, ζ , τ)是浓度的预报值 , 5 Ο是观测值 , π是权重因子 ∀

且

9 5
9 τ + υ

9 5
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9 5
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9u 5
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+
9u 5
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u ) −
9
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( Κ
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9 ζ

) + Ρ5 = φ (u)

边界条件 :

下边界 , ζ � s ,
9 5
9 ζ

� Α5

上边界 , ζ � Η ,
9 5
9 ζ

� s

侧边界 ,当 υν ∴s时 ,
9 5
9 ν

¿Ε � s

当 υν � s时 , 5¿Ε � s

其中 φ � φ( ξ , ψ, ζ , τ)是污染源 , ΚΗ和 Κ是水平和垂直扩散系数 ∀

这里是通过一个最优控制问题来定义反问题的解 ∀目标函数为 ∆ ,控制变量(即反

问题的解)为垂直扩散系数 Κ ,约束条件为方程(u)及其定解条件 ∀不难看出 ,目标函数

∆是通过方程(u)而成为 Κ的函数(泛函) ∀我们要做的就是调整控制变量 Κ ,使得目标

函数值最小 ,此时的 Κ就是最合理的 ,因为由它预报的浓度最接近于实测值 ∀

下面 ,我们用变分方法来求解上述优化问题 ∀

假设对垂直扩散系数 Κ作一个微小的调整 Κ ψ Κ n ∆Κ ,相应的 , 5 ψ 5 n ∆5 ,目标

函数 ∆ ψ ∆ n ∆∆ ,

则有 : ∆ + ∆∆ =
t

u Θ
τ
µ

τ
s

§τΘ
Γ

π( 5 + ∆5 − 5 Ο)
u§Γ

=
t

u Θ
τ
µ

τ
s

§τΘ
Γ

π[ ( 5 − 5 Ο)
u + u( 5 − 5 Ο)∆5 + (∆5)u] §Γ

略去高阶微量 ,可以导出

∆∆ = Θ
τ
µ

τ
s

§τΘ
Γ

π( 5 − 5 Ο)∆5§Γ
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对方程(u)进行扰动 ,得到其切线方程 :

9∆5
9 τ + υ

9∆5
9 ξ + ϖ

9∆5
9 ψ

+ ω
9∆5
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9 ψ

u ) −

9
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9
9 ζ

(∆Κ
9 5
9 ζ

)

这是当扩散系数发生微小的变动时 ,浓度的变化量所应满足的方程 ∀

其中切线算子

Λ =
9
9 τ

+ υ
9
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9
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9
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相应的伴随算子

Λ3 = −
9
9 τ

− υ
9
9 ξ

− ϖ
9
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− ω
9
9 ζ

− ΚΗ(
9u
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+

9u
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9
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Κ
9
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  关于伴随算子的表达式 ,在参考文献[ w]中第 w| ∗ xu页有详细推导 ∀

定义切线方程的伴随方程及其定解条件[ w] :

−
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则由伴随算子的 �¤ªµ¤±ª̈ 等式 ,有

     ∆∆ = Θ
τ
µ

τ
s

§τΘ
Γ

π( 5 − 5 Ο)∆5§Γ = Θ
τ
µ

τ
s

§τΘ
Γ

5 3 9
9 ζ
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−
9 5 3

9 ζ
9 5
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∆Κ§Γ      

如果把控制变量 Κ看作是时间和空间里的广义向量 ,那么 p
9 5 3

9 ζ
9 5
9 ζ
正是目标函数

∆关于控制变量(向量) Κ的梯度 ,这个梯度是通过求解方程(u)和伴随方程得到的 ∀

利用梯度信息 ,我们就可以应用各种最优化方法(如最速下降法 ,共轭梯度法 ,拟牛顿

方法等)来使目标函数下降 ,从而使反问题得到解决[ x] ∀

优化步骤 :

(t) 猜测一个扩散系数分布 Κ( ξ , ψ, ζ) ;

(u) 把 Κ代入正模式 ,计算 5 ,
9 5
9 ζ

;
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(v) 计算目标函数 ∆ ,计算 π( 5 p 5 Ο) ,代入伴随模式 ,计算 5 3 ,
9 5 3

9 ζ
;

(w) 计算目标函数的梯度 p
9 5
9 ζ

9 5 3

9 ζ
;

(x) 用最优化算法更新 Κ ;

(y) 判断 ζ � Κ∆ ζ [ Ε? 如果是 ,则停机 ;否则返回(u) ∀

u  反演结果及分析

为减少计算量 o用二维模式k水平坐标 ξ ,垂直坐标 ζl进行了试验 ∀水平方向风速均

匀 o垂直方向无平均风速 ∀先根据方程kul写出正模式≈y  o再用共轭码方法由正模式写出

切线模式及其伴随模式≈z  ∀作为数值试验 o为了验证公式推导及反演方法的正确性 o先

假定一个/真实0的扩散系数 o该垂直扩散系数只是沿着垂直坐标变化 o在水平方向是均匀

的 o即 Κ � Κ(ζ) o如图 t所示 ∀用这个/真实0的扩散系数模拟一个浓度分布作为/观测0

值 o图 u所示为测试源下风方向 ξ � {处的浓度垂直分布 o容易看到扩散系数数值较大的

地方对应的浓度值比较低 o浓度与扩散系数的相关是我们利用观测值来反演扩散系数的

依据所在 ∀反演时 o先预估一个扩散系数分布 o然后对估计的扩散系数进行优化 o使得预

报值充分逼近观测值 o并将优化后的扩散系数值与/真实0值作比较 o以检验方法的有效

性 ∀数值试验中对扩散项用了两种差分格式进行研究 ∀

图 t  扩散系数的/真实0值           图 u  源和浓度的垂直分布

                        k浓度极大值与测试源位置相对应l

  由于垂直扩散系数不是常数 o为了能得到它在垂直方向的分布 o数值试验中 o沿一条

垂直线等距离地分布多个点源 o使得点源下风方向各点的浓度都不太小 o而彼此之间又有

差异 ∀实践表明 o这样的浓度分布 o有利于反演出各点的扩散系数 ∀

在数值计算中 o为了方便起见 o对各个物理量都作了无量纲化处理 o这并不改变问题

的实质和反演方法的有效性 ∀为了精细地反映垂直扩散系数的效果 o计算网格在 ζ方向

是 zx个格点 o而在 ξ 方向是 ux个格点 ∀测试源分布在 ξ � x的垂线上 ∀在下游一定距
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离后 o物质浓度在垂直方向趋于均匀化而对扩散系数不敏感 o在数值误差的限制下 o这样

的浓度分布不利于精确反演扩散系数 ∀因此 o数值试验中采用的是 ξ � x ∗ ts之间的浓

度分布作为/观测值0来进行反演 ∀

2 q1  格式一的结果

格式一 }
9
9 ζ

( Κ
9 5
9 ζ

) ∗
t

ηu
[ Κι n t 5ι n t p ( Κι n t n Κι) 5ι n Κι5ι p t]

在一条垂直线上 ,每 x个格点设置一个点源 ∀反演得到的扩散系数垂直分布如图 v

所示 ∀它是一个锯齿状分布 ,看起来很不理想 ,但是当把/真实0的扩散系数叠加到图线上

后发现 ,在其它的点上吻合得不错 ,/真实0曲线正是反演曲线的包络线 ∀

为了探究/锯齿0现象的原因 ,画出目标函数梯度值的垂直分布 ,如图 w所示 ∀可以发

现 ,图线上周期地出现数值很小几乎为 s的点 ,对应的正是那些反演不好的点 ∀由于算法

中调整扩散系数都是在原估计值上加上一个梯度的倍数 ,若该点的梯度值一直为 s ,则该

点一直得不到调整 ,当然也就反演不出来了 ∀之所以在这些点上梯度很小 ,可以大致地解

释如下 :为了能反演出扩散系数的分布曲线 ,测试源间隔不能太大 ,格距也不能太大 ,使得

浓度的变化率远大于扩散系数的变化率 ,这样才能捕捉到扩散系数的变化趋势 ∀相对于

浓度的变化来说 ,扩散系数的变化是缓慢的 ,在一段小距离内 ,可近似地看作是常数 ∀又

因为点源之间的距离是奇数倍格距 ,因此 ,两个点源之间的浓度极小值正好位于两个相邻

格点之间 ,这两个相邻格点上的浓度值也就几乎相等 ,差分后就几乎为零 ∀这就解释了该

点处梯度值 p
9 5
9 ζ

9 5 3

9 ζ
一直很小的原因 ∀

    图 v  格式一反演结果           图 w  目标函数梯度( ≅ ts p y)的垂直分布   

(测试源间隔为 x倍格距 ;粗实线 :反演值 ,细实线 :/真实值0)      (小圆圈对应着反演不好的点)      

  改变点源的分布 ,每四个格点设置一个点源 ,可以避免出现梯度值始终很小的点 ∀果

然 ,反演的扩散系数曲线与/真实0曲线吻合得很好 ,如图 x所示 ∀

  进一步的试验表明 ,当点源的间隔为奇数 ,反演后图线就有/锯齿0 ,偶数时则不出现 ∀

点源间隔太大 ,则一些点处浓度太小 ,反演效果不好 ;反之 ,点源太密 ,浓度太均匀 ,扩散效

应弱 ,反演效果也不好 ∀
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图 x  格式一反演结果

(测试源间隔为 w倍格距 ;实线 :/真实值0 ,圆圈 :反演值)

图 y  格式二的反演结果

(测试源间隔为 x倍格距 ;粗实线 :反演值 ,细实线 :/真实值0)

  由于这一格式只用到了相邻两个点的扩散系数 ,只具有一阶精度 ,下面尝试一种精度

更高的格式 ∀

2 .2  格式二的结果

格式二 :
9
9 ζ

( Κ
9 5
9 ζ

) ∗
t

u ηu
[ ( Κι n t n Κι) 5ι n t p ( Κι n t n u Κι n Κι p t) 5ι n

           ( Κι n Κι p t) 5ι p t]

该格式是二阶精度 ∀

先取点源间隔为 xk奇数l o反演的结果出现意想不到的振荡现象 o如图 y所示 ∀进一

步分析发现 o振荡解的平均值与0真实0值曲线相吻合 o把这一振荡的扩散系数曲线代入到

模式中 o计算的浓度与/观测0值是一致的 o如图 z所示 ∀这说明了用这一格式反演的结果

不是唯一的 ∀实际上 o该格式是用相邻格点扩散系数的平均值来计算的 o因此 o只要在/真

实0值上叠加一个等幅波k波长为二倍格距 o在格点处取极大极小值 o振幅可以任取l o就可

以得到一致的浓度分布 ∀

图 z  反演系数所得浓度与观测浓度的对比 图 {  格式二反演结果

k测试源间隔为 w倍格距 ~实线 }/真实值0 o圆圈 }反演值l
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  但是取点源间隔为 w后 o却不出现上述的振荡现象 o最后收敛到/真实0值 ∀而且 o离

源较远 o靠近边界的点也反演得不错 o如图 {所示 ∀

  多次试验结果表明 o虽然反演问题的可能解不是唯一的 o但是 o最终得到哪一个解 o却

具有必然性 ∀当点源间隔为偶数 o最终收敛到真实值 ∀当点源间隔为奇数 o肯定得到振荡

解 o而且振荡的幅度 o正比于初估值与/真实0值的差值 ∀

v  结  论

综上所述 o我们用最优化原理定义了垂直扩散系数反演问题 o并在二维情形下 o就两

种差分格式进行了多次数值试验 o分析了结果并探讨了问题出现的原因 ∀我们可以看到 o

反问题和正问题是有着本质区别的 o无论是在问题的表述 o解的定义 o影响因素和求解方

法上都有着很大的不同 ∀但是 o反问题的解决 o又是以正问题的完整解决为基础的 o正问

题模式的不断完善是顺利求解反演问题的重要前提 ∀

我们从大气边界层垂直扩散系数的反演这一具体问题的数值试验中 o可以看出 o差分

格式对于反演的结果起着非常重要的作用 ∀一些精度高 !在正问题中用得很好的格式 o到

了反问题中就可能不适用 o或者适用条件受到限制 ∀另外 o反演效果的好坏 o还与试验测

量的设置有着直接的关系 o数值试验有助于找到合理的试验设置方案 o为真实测量提供理

论依据 ∀
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