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摘   要

在线性斜压原始方程组的基础上 o从频率和群速方面讨论了由水平网格k≤ !� 网格l和

垂直网格k�!≤° !�� !�≠ 网格l组合而成的几种三维网格k≤r�!≤r≤° !�r�� !�r�≠l的计算

频散性并分析了各种网格出现偏差的原因 o结果表明三维网格 ≤r≤°k水平网格为 ≤ 网格垂

直网格为 ≤«¤µ±̈ ¼2°«¬̄̄¬³¶网格l与 �r��k水平网格为 � 网格垂直网格为 �� 网格l计算频散

性能较好 ∀从而为原始方程大气模式选取三维网格提供指导 ∀
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引  言

关于水平网格 • ¬±±¬±ª«²©©
≈t 和刘宇迪≈u ∗ z 对 �µ¤®¤º¤≈{  �2∞网格模拟惯性重力波

的情况进行过讨论 o认为在可分辨情况下 o≤ !� 网格较好 ∀关于垂直网格的计算频散性 o

刘宇迪已经进行过系统研究 o认为 }在可分辨的情况下 o≤° !�!��和 �≠ 网格的频散性较

好 ∀现在不管是用于理论研究的模式还是用于业务预报的模式 o绝大部分是斜压的 o也就

是说 o这些模式的离散网格都是三维的≈| ∗ tv  ∀那么 o这些水平方向和垂直方向计算频散

性较好的网格结合起来构成的三维网格 o哪一种比较好呢 �这是一个尚待研究的问题 o一

直被许多气象学家所忽略 ∀本文拟通过频率和群速对计算频散性较好的水平网格k≤ !�

网格l与垂直网格k�!≤° !�� !�≠ 网格l组合而成的三维网格k≤r�!≤r≤° !�r�� !�r�≠l进

行分析 o从而选出计算频散性较好的三维网格 o为模式设计者提供一个参考 ∀

本文为完整地比较这几种三维网格的计算频散性 o我们给出线性斜压适应方程组的

解析频散方程 !解析水平群速方程和解析垂直群速方程和这几种三维网格的差分方程 o以

及数值频散方程和数值群速方程 o并且用图示的方式比较它们与解析情况的差别 ~最后讨

论了这几种三维网格的计算频散性 ∀

t  微分情况

我们推导线性斜压适应方程组微分形式的频散特征 ∀考虑 Φ� ±̄π坐标系取静力近

似线性斜压适应方程组 :

9 υ
9 τ

+
9 Υ
9 ξ

− φϖ = s

9 ϖ
9 τ +

9 Υ
9 ψ

+ φυ = s
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9u Υ
9 τ9 Φ

+ Χu 8 = s

 
9 υ
9 ξ

+
9 ϖ
9 ψ

+
9 8
9 Φ

= s (t)

这里 υ !ϖ和 8 �
§Φ
§τ
是速度分量 , Χu是常数 , Υ为位势 , φ为定常的科里奥利参数 ∀

设方程组(t)的波解为 :

Φ =
mΦ̈ ¬³[ ι(κξ + µψ + ρΦ− Ξτ)] (u)

这里 κ �
uΠ
Λξ

, µ �
uΠ
Λψ

, ρ�
uΠ
ΛΦ

, Λξ , Λψ , ΛΦ分别为 ξ !ψ!Φ方向上的波数和波长 , Ξ是频率 ,

把式(u)代入式(t)即可得到以下频散方程 :

Ξ = φ t + Κu
κ
ρ

u

+
µ
ρ

u t/ u

(v)

  当 κ � µ ,      Ξ � φ(t n uΚu κu ρp u)t/ u (w)

其中 Κu � Χu/ φ
u , Κ是 � ²¶¶¥¼变形半径 ,是一个无量纲量 ∀从式(v)中可以看出 ,频率 Ξ

决定于水平和垂直波数的比率 ,即 κ/ ρ! µ / ρ∀很显然 ,微分方程组(t)水平群速分量

( Ηγ)是正的 ,垂直群速分量( ςγ)是负的 ∀即 :

Ηγ =
9 Ξ
9 κ

=
uφΚu κρu

t + uΚu κu ρu
> s

ςγ =
9 Ξ
9 ρ = −

uφΚu κu ρv

t + uΚu κu ρu
< s (x)

  以下比较不同网格频散性时 ,主要从频率和群速两方面考虑 ∀

u  三维网格

讨论由计算频散性较好的水平网格k�µ¤®¤º¤ ≤ !� 网格l和垂直网格k�!≤° !�� !�≠

网格l组合而成的三维网格k≤r�!≤r≤° !�r�� !�r�≠l的频散特征 ∀要考虑的三维网格在

图 t中给出 ∀

图 t  各种三维网格的变量配置图

  下面主要从频率和群速k包括水平分量和垂直分量l分析它们的计算频散性 ∀由于方

程组所描述的惯性重力波是各向同性的 o所以取 κ � µ 不会影响所得的结论 ∀这样群速

的 ξ 方向水平分量就可代表整个水平分量 ∀
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ktl ≤r�网格

方程组ktl取 ≤r�网格后 o用 ≥«∏°¤±算符表示即得下列形式 }

9 υ
9 τ

+
h<Φξ − φ

hϖξψ = s

9 ϖ
9 τ

+
h<Φψ + φ

hυξψ = s

9 <Φ
9 τ

+ Χu m8Φ = s

υξ + ϖψ + 8Φ = s

(y)

  设差分方程组kyl解的形式为 }

Φ = Φ

<

¬̈³[ ι(κϑ∃ ξ + µ Λ∃ψ + ρΘ∃Φ− νΞ∃τ)] (z)

这里 ϑ!Λ!Θ和 ν是正整数 ∀

如前述 ,我们假设 κ � µ ∀

把式(z)代入式(y)得 :

Ξ
φ

u

� ¦²¶w
κ∃ ξ
u

n u
Χ

φ

u

¦²¶u
ρ∃Φ
u

¶¬±
κ∃ ξ
u

∃ ξ
u

u

¶¬±
ρ∃Φ
u

∃Φ
u

u

({)

由式({)可得到水平和垂直群速分量 :

Ηγ �

φ
p u∃ ξ¦²¶v

κ∃ ξ
u

¦²¶u
ρ∃Φ
u

¶¬±
κ∃ ξ
u

n

u(∃Φ)
uΚu¦²¶

κ∃ ξ
u

¦¶¦u
ρ∃Φ
u

¶¬±
κ∃ ξ
u

∃ ξ

u ¦²¶w
κ∃ ξ
u

¦²¶u
ρ∃Φ
u

n

u(∃Φ)
uΚu¦¶¦u

ρ∃Φ
u

¶¬±u
κ∃ ξ
u

(∃ ξ)u

ςγ �

φ p ∃Φ¦²¶
w κ∃ ξ

u
¦²¶

ρ∃Φ
u

¶¬±
ρ∃Φ
u

p

u(∃Φ)
vΚu¦²·

ρ∃Φ
u

¦¶¦u
ρ∃Φ
u

¶¬±u
κ∃ ξ
u

(∃ ξ)u

u ¦²¶w
κ∃ ξ
u

¦²¶u
ρ∃Φ
u

n

u(∃Φ)
uΚu¦¶¦u

ρ∃Φ
u

¶¬±u
κ∃ ξ
u

(∃ ξ)u

(|)

(u) ≤r≤°网格

方程组ktl在 ≤r≤°网格上可写成下列形式 :

9 υ
9 τ

+ <ξ − φ
hϖξψ = s

9 ϖ
9 τ

+ <ψ − φ
hυξψ = s

9 <Φ
9 τ

+ Χu 8 = s

υξ + ϖψ + 8Φ = s

(ts)

方程组(ts)的频散方程和群速分量为 :
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Ξ
φ

u

� ¦²¶w
κ∃ ξ
u

n u
Χ

φ

u ¶¬±
κ∃ ξ
u

∃ ξ
u

u

¶¬±
ρ∃Φ
u

∃Φ
u

u

Ηγ �

φ
p u∃ ξ¦²¶v

κ∃ ξ
u

¦²¶u
ρ∃Φ
u

¶¬±
κ∃ ξ
u

n

u(∃Φ)
uΚu¦²¶

κ∃ ξ
u

¦²·u
ρ∃Φ
u

¶¬±
κ∃ ξ
u

∃ ξ

u ¦²¶w
κ∃ ξ
u

¦²¶u
ρ∃Φ
u

n

u(∃Φ)
uΚu¦²·u

ρ∃Φ
u

¶¬±u
κ∃ ξ
u

(∃ ξ)u

ςγ �

φ p ∃Φ¦²¶
w κ∃ ξ

u
¦²¶

ρ∃Φ
u

¶¬±
ρ∃Φ
u

p

u(∃Φ)
vΚu¦²·

ρ∃Φ
u

¦¶¦u
ρ∃Φ
u

¶¬±u
κ∃ ξ
u

(∃ ξ)u

u ¦²¶w
κ∃ ξ
u

¦²¶u
ρ∃Φ
u

n

u(∃Φ)
uΚu¦²·u

ρ∃Φ
u

¶¬±u
κ∃ ξ
u

(∃ ξ)u

(tt)

(v) �r��网格

首先根据方程组(t)导出用涡度和散度表示的方程组 :

9 ∆
9 τ

+ �u < − φΝ = s

9 Ν
9 τ

+ φ∆ = s

9u <
9 τ9 Φ

+ Χu 8 = s

∆ +
9 8
9 Φ

= s

(tu)

然后根据 �r��网格的变量配置方法 ,可得到下列离散方程组 :

9 ∆
9 τ

+ <ξξ + <ψψ − φΝ = s

9 Ν
9 τ

+ φ∆ = s

9 <Φ
9 τ + Χu 8 = s

∆ + 8Φ = s

将波解代入其中 ,求得频散特征为 :

Ξ
φ

u

= t + u
Χ

φ

u ¶¬±
κ∃ ξ
u

∃ ξ
u

u

¶¬±
ρ∃Φ
u

∃Φ
u

u

Ηγ =

φ
(∃Φ)

uΚu¦²¶
κ∃ ξ
u

¦¶¦u
ρ∃Φ
u

¶¬±
κ∃ ξ
u

∃ ξ

t +
u(∃Φ)

uΚu¦¶¦u
ρ∃Φ
u

¶¬±u
κ∃ ξ
u

(∃ ξ)u
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ςγ = −

φ
(∃Φ)

vΚu¦²·
ρ∃Φ
u

¦¶¦u
ρ∃Φ
u

¶¬±u
κ∃ ξ
u

(∃ ξ)u

t +
u(∃Φ)

uΚu¦¶¦u
ρ∃Φ
u

¶¬±u
κ∃ ξ
u

(∃ ξ)u

  (w) �r�≠ 网格

在 �r�≠ 网格上将方程组(tu)离散为 :

9 ∆
9 τ

+
h<Φξξ +

h<Φψψ − φΝ = s

9 Ν
9 τ

+ φ∆ = s

9 <Φ
9 τ

+ Χu m8 Φ = s

∆ + 8Φ = s

则其频散特征为 :

Ξ
φ

u

= t + u
Χ

φ

u

¦²¶u
ρ∃Φ
u

¶¬±
κ∃ ξ
u

∃ ξ
u

u

¶¬±
ρ∃Φ
u

∃Φ
u

u

Ηγ =

φ
(∃Φ)

uΚu¦²¶
κ∃ ξ
u

¦²·u
ρ∃Φ
u

¶¬±
κ∃ ξ
u

∃ ξ

t +
u(∃Φ)

uΚu¦²·u
ρ∃Φ
u

¶¬±u
κ∃ ξ
u

(∃ ξ)u

ςγ = −

φ
(∃Φ)

vΚu¦²·
ρ∃Φ
u

¦¶¦u
ρ∃Φ
u

¶¬±u
κ∃ ξ
u

(∃ ξ)u

t +
u(∃Φ)

uΚu¦²·u
ρ∃Φ
u

¶¬±u
κ∃ ξ
u

(∃ ξ)u

v  讨  论

上面给出的各种网格频散特征 ,由于表达式较复杂 ,不便于直接比较 ,下面主要用图

示的方式进行对比 ∀

图 u给出了这 w种三维网格和解析解的频率图 ∀

  从图 u中可以看出 ,这 w种网格的频率和解析解基本相同 ,但幅度和解析频率有些差

别 ,为进一步说明各种网格与解析解的差别 ,我们计算了各种网格计算频率的相对误差

Ρ :

Ριϕ =
Χιϕ − Χδιφφ

ϕ

Χδιφφ
ϕ
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其中上标代表网格类别 o下标代表计算频率或群速 ∀

图 u  各种三维网格的频率图

k图中 ξ 方向的坐标为 κ∃ ξ , ψ方向的坐标为 ρ∃Φ,垂直坐标为
Ξ
φ
l

图 v  各种三维网格的频率相对误差图

k水平方向的坐标与图 u的相同 o垂直坐标为相对误差l

  图 v给出了各种三维网格的频率相对误差图 o从中可以看出 }≤r�网格随着水平波长

和垂直波长的缩短频率误差在增大 o当二者都缩短到二倍格距时 o误差最大 o高达 tss h ∀

≤r≤°和 �r�≠ 网格基本类似 o它们仅在水平短波处误差较大k达到 vs h l o并且对垂直波

长的变化不敏感 ∀而 �r�� 网格的频率相对误差最小 o仅在水平短波和垂直长波处有

us h的误差 ∀由此可见 o从频率的角度来看 o�r�� 网格最好 o≤r≤°网格和 �r�≠ 网格次

之 o≤r�网格较差 ∀

水平群速方面 o从各种网格的水平群速图k略l中看不出太大的差异 o它们的变化趋势

与解析解基本相同 o幅度差别较大 ∀这里也绘制了它们的相对误差图k图 wl ∀从相对误

差图来看 o≤r�网格在水平长波和垂直短波处误差最大高达 vss h o其它波段范围误差基

本上都很小 ∀ ≤r≤°网格在水平长波和垂直短波处 !整个水平短波处误差达 tss h o其它
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波段也很小 ∀ �r��网格在水平长波和垂直短波处夸大了水平群速达一倍 o而在水平短波

处k随垂直波长变化基本不变l却低估了一倍多 ∀ �r�≠ 网格随着水平波长和垂直波长的

缩短误差都在增大 o水平波长或垂直波长缩短到二倍格距处误差都为 p tss h ∀由此可见 o

从水平群速的角度来看 o除了 ≤r�网格误差较大外 o其它三种网格相当 ∀

图 w  各种三维网格的水平群速相对误差图

k水平方向的坐标与图 u的相同 o垂直坐标为相对误差l

  垂直群速方面 o从各种网格的垂直群速图k略l中看不出太大的差异 o它们的变化趋势

与解析解基本相同 o仅幅度有差别 ∀同样 o这里也绘制了它们的相对误差图k图 xl ∀从相

对误差图来看 o≤r�网格在水平短波和垂直短波处与其它三种网格不同 o误差为 xs h o其

它波段与另外三种网格的情况基本一致 o都是在垂直短波处k与水平波长变化无关l误差

最大 ∀由此可见 o从垂直群速的角度来看 o除了 ≤r�网格以外 o其它三种网格计算频散性

相当 ∀

图 x  各种三维网格的垂直群速相对误差图

k水平方向的坐标与图 u的相同 o垂直坐标为相对误差l

  下面分析各种网格出现偏差的原因 }

大家知道 o微分方程在不同的网格下离散以后 o如果变量配置能正确反映惯性重力波

的传播 o产生的误差就小 o如果不能完全反映惯性重力波的传播 o表现在方程中的某些项

上 o就是要/平均0 ∀因此误差的主要来源是离散方程中有/平均量0项的多少 ∀如果离散

方程中有/平均量0的项越少 o那么该离散方程解的精度越接近微分方程的解 ∀如果离散

方程中有/平均量0的项多 o则该离散方程解的精度越差 ∀现在 o我们回过头来分析各种网

格下的离散方程 }

ktl ≤r�网格 o由于在水平气压梯度力和垂直气压梯度力上需要平均 o而气压梯度力

又是一个大项 o它的/平均0带来的误差也必然很大 ∀因此它的计算频散性就较其它网格

差 ∀

kul ≤r≤°网格 o它仅在科氏力上有平均 o静力平衡条件下 o描述惯性重力波科氏力是

|vx x期        朱红伟等 }三维变量配置对惯性重力波频散性模拟的影响          



次要的 o这样它的计算频散性就较好 ∀

kvl �r��网格 o它的变量配置能正确地反映惯性重力波的传播 o因此 o频散性最好 ∀

kwl �r�≠ 网格 o由于在 �u <项中有平均 o必然隐藏着/噪音0 o因此频散性就不如 �r

��网格的好 ∀

w  结  论

从频率和群速k包括水平群速和垂直群速l两方面总体来看 o�r�� 网格最好 o≤r≤°

网格和 �r�≠ 网格次之 o≤r�网格较差 ∀因此设计采用静力平衡的斜压模式时 o应尽量采

用 �r��网格 o不过 �r��网格主要用在用涡度和散度描述的方程中 ∀在设计原始方程模

式时 o最好采用 ≤r≤°网格 ∀
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{  �µ¤®¤º¤ � o�¤°¥ ∂ � q≤²°³∏·¤·¬²±¤̄ §¼±¤°¬¦¤̄ ³µ²¦̈¶¶̈¶²©·«̈ �×�� ª̈ ±̈ µ¤̄ ¦¬µ¦∏̄¤·¬²± °²§̈¯q�± }≤«¤±ª�q∞§q

� ·̈«²§¶¬± ≤²°³∏·¤·¬²±¤̄ °«¼¶¬¦¶q �¦¤§̈ °¬¦°µ̈¶¶ot|zz qtzv ∗ uyx q

|  � ²±§¤̄¯ ⁄ � q � ²̈¶·µ²³«¬¦¤§­∏¶·° ±̈·¤±§·«̈ ©¬±¬·̈ §¬©©̈ µ̈±¦̈ ¶«¤̄ ²̄º º¤·̈µ΅ ∏¤·¬²±¶q Μοντηλψ Ωεατηερ Ρεϖιε ω o

t||w o122 }tvzt ∗ tvzz q

ts  ≤²̄ ¤̄·½ �q ×«̈ ±∏° µ̈¬¦¤̄ ·µ̈¤·° ±̈·²©§¬©©̈ µ̈±·¬¤̄ ΅ ∏¤·¬²±¶q �̈ º ≠²µ®}≥³µ¬±ª̈µ2 ∂ µ̈̄¤ªot|yy q

tt  ƒ²¬2� ¤¥¬±²√¬·½ � q ≤²°³∏·¤·¬²±¤̄ §¬¶³̈µ¶¬²± ²© «²µ¬½²±·¤̄ ¶·¤ªª̈ µ̈§ ªµ¬§¶©²µ¤·°²¶³«̈µ¬¦¤±§²¦̈¤± °²§̈ ¶̄q Μον .

Ωεα . Ρεϖ , t||t o119 }tyuw ∗ tyv| q

tu  ≥²±ª ≠ o ×¤±ª × q⁄¬¶³̈µ¶¬²± ¤±§ªµ²∏³√¨̄²¦¬·¼¬± ±∏° µ̈¬¦¤̄ ¶¦«̈ ° ¶̈©²µ·«µ̈ 2̈§¬° ±̈¶¬²±¤̄ «¼§µ²§¼±¤°¬¦΅ ∏¤·¬²±q ϑ.

Χοµ πυτ . Πηψσqot||v o105 }zu ∗ {u q

tv  • ¤­¶²º¬¦½ � ≤ q ƒµ̈¨ ³̄¤±̈ ·¤µ¼ º¤√ ¶̈¬± ©¬±¬·̈2§¬©©̈ µ̈±¦̈ ±∏° µ̈¬¦¤̄ °²§̈ ¶̄q ϑ. Πηψσ. Οχεανογρqt|{y o 16 }zzv ∗

z{| q
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Αβστραχτ

�±·«̈ ©µ¤° º̈²µ® ²© ¬̄±̈ ¤µ¥¤µ²¦̄¬±¬¦³µ¬°¬·¬√¨΅ ∏¤·¬²±¶o¦¤̄¦∏̄¤·¬²±¬¶∏±§̈µ·¤®̈ ± ©²µ

§¬¶³̈µ¶¬²±¶²©¬±̈ µ·¬¤ªµ¤√¬·¤·¬²±¤̄ º¤√ ¶̈¬± §¬©©̈ µ̈±·®¬±§¶²© v⁄ k·«µ̈ 2̈§¬° ±̈¶¬²±¤̄l ªµ¬§¶

©µ²° ·«̈ ³̈µ¶³̈¦·¬√¨²©©µ̈ ∏́̈ ±¦¼ ¤±§ªµ²∏³√¨̄²¦¬·¼ o¤±§·«̈ µ̈¤¶²± ²©·«̈ §̈ √¬¤·¬²±¬± √¤µ¬2

²∏¶ªµ¬§¶¬¶¤±¤̄¼½̈ §q ×«̈ µ̈¶∏̄·¶¬±§¬¦¤·̈·«¤·¶∏¦«v⁄¶·µ∏¦·∏µ̈¶¤¶≤r≤° k«²µ¬½²±·¤̄ ªµ¬§¶

º¬·« �µ¤®¤º¤ ≤ ªµ¬§¶o¤±§√ µ̈·¬¦¤̄ º¬·« ≤«¤µ±̈ ¼2°«¬̄̄¬³¶l ¤±§�r�� k«²µ¬½²±·¤̄ ªµ¬§¶º¬·«

� ªµ¬§¶o¤±§√ µ̈·¬¦¤̄ º¬·«��l ¤µ̈ ¶∏³̈µ¬²µ·²²·«̈µ¶¬±·«̈ ¦²°³∏·¤·¬²±¤̄ §¬¶³̈µ¶¬²± ³µ²³̈µ2

·¬̈¶o·«̈ µ̈¥¼ ³µ²√¬§¬±ª¤ª∏¬§¤±¦̈ ·²·«̈ ¶̈¯̈ ¦·¬²± ²©v⁄ªµ¬§¶¤³³̄¬¦¤¥̄¨·²¤·°²¶³«̈µ¬¦³µ¬°2

¬·¬√¨΅ ∏¤·¬²± °²§̈ ¶̄q

Κεψ ωορδσ: v⁄ ªµ¬§ �±̈ µ·¬¤̄ ªµ¤√¬·¤·¬²±¤̄ º¤√¨ ⁄¬¶³̈µ¶¬²± ³µ²³̈µ·¼  ≥¬°∏̄¤·¬²±

twx x期        朱红伟等 }三维变量配置对惯性重力波频散性模拟的影响          




