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摘   要

数值预报系统中经常要用到矩阵乘运算 ∀在分布式超级计算机k如 ���2≥°l上 o矩阵乘

的并行计算需要较多的数据移动 o有效的数据传输对矩阵乘的实现至关重要 ∀该文讨论了

两种矩阵乘的并行算法 o一种是基于矩阵的列2行划分方式 o一种是基于矩阵的网格划分方

式 ∀在 ���2≥°计算机上的实验结果表明 o网格划分的矩阵乘并行算法通讯开销更小 o并行

效率更高 o其并行加速比较列2行并行算法改善约 ts h ∀
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引  言

矩阵是数值代数中的一个基本概念 o许多科学计算问题往往归结为对矩阵的操作 ∀

如在数值预报系统中 o就要经常用到矩阵乘计算 ∀因此 o如何在超级计算机上高效地完成

矩阵乘的计算 o对提高许多数值预报模式的运行效率至关重要 ∀

众所周知 o在分布式主存并行计算机系统上 o数据划分对数据并行程序运行效率影响

重大 ∀在进行大型矩阵计算时 o由于受到机器内存容量的限制 o必需进行数据传输 o这些

数据的移动要花费相当的通讯时间 ∀因此 o在分布式环境上设计矩阵运算的并行算法 o不

但要挖掘和开发其内在并行性 o同时也要选择最优的数据分布形式 o以减少数据通讯开

销 ∀

如果没有任何优化策略 o两个 Ν ≅ Ν阶矩阵相乘 o标量运算复杂性为 Ο Νv ∀us

世纪 ys年代末 o≥·µ¤¶¶̈±≈t 提出了一个新的快速算法 o其标量运算只需 Ο Νλογuz ∀在分

布式内存系统上 o利用张量代数实现的公式化矩阵乘 o使矩阵乘的计算效率大大提高了一

步 ∀在 �¤ª̈¶« �±∏³¬±§¬等人 ≠ �提出的算法中 o矩阵采用列2行划分方式 o从而省去了计

算中乘数与被乘数的数据移动 o只在求累加和时进行一次中间结果的置换 ∀由于在许多

大型科学计算中 o数据更多地采用网格划分的方式 o文献≈u 中介绍了一种网格并行的

≤¤±±²±算法 o但其程序实现比较复杂 ∀因此 o我们在本文中提出一种新的矩阵乘网格划
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分算法 ∀在 ���2≥°计算机系统上的运行结果表明 o新的网格划分算法容易实现 o其通讯

开销比列2行算法有所降低 o其并行效率也有一定的提高 o是一种有效的矩阵乘并行计算

算法 ∀

t  矩阵乘列2行划分算法

我们先讨论矩阵乘的列2行划分算法 � ∀

设有 Νt ≅ Νu阶矩阵 Α及 Νu ≅ Νv阶矩阵 Β o计算 Νt ≅ Νv阶矩阵 Χ :

Χ = ΑΒ (t)

  设在分布式主存多机系统中共有 κ台处理机 ,这里总假定 κ能整除 Νt , Νu , Νv ∀将

Α按列 !Β按行均分于 κ台处理机上 ,结果 ,处理机 ι包含了 Α的第 ι个子列阵 Α(ι)
Ν
t

≅ Ν
u
/ κ !

Β的第 ι个子行阵 Β(ι)
Ν
u
/ κ≅ Ν

v
(s [ ι [ κ p t) ∀计算之前 ,我们将 Α(ι)均分成 κ块 : Α(ϕ, ι) ,

s [ ϕ [ κ p t ∀若结果 Χ亦按行分布于各处理机上 ,即第 τ个处理机上 Χ子行阵为

Χ(τ)
Ν
t
/ κ≅ Ν

v
,则有

Χ(τ) = Ε
κ−t

λ= s

Α(τ , λ) Β(λ) ,  s [ τ [ κ − t (u)

在处理机 ι上 ,分别计算 Α(ϕ, ι) Β(ι) ,s [ ϕ[ κ p t ,则 κ步计算之后 ,处理机 ι上为 κ

个 Νt/ κ ≅ Νv的子积矩阵块 :

Α(s , ι) Β(ι)

Α(t , ι) Β(ι)

σ

Α(κ − t , ι) Β(ι)

由于

Α(s ,s) Β(s)

Α(s ,t) Β(t)

σ

Α(s , κ − t) Β(κ − t)

Α(t ,s) Β(s)

Α(t ,t) Β(t)

σ

Α(t , κ − t) Β(κ − t)

σ

Α(κ − t , κ − t) Β(κ − t)

= Π(κu , κ) � ΙΝ
t
Ν
v
/ κ

Α(s ,s) Β(s)

Α(t ,s) Β(s)

σ

Α(κ − t ,s) Β(s)

Α(s ,t) Β(t)

Α(t ,t) Β(t)

σ

Α(κ − t ,t) Β(t)

σ

Α(κ − t , κ − t) Β(κ − t)

(v)

其中 �为张量乘 oΙ为恒等矩阵 , Π为跨步置换矩阵 o其定义如下 }

Πιϕ( ΛΣ , Σ) =

t ,   ι = (τ − t) Λ + υ , ϕ = ( υ − t) Σ + τ

    t [ τ [ Σ ,t [ υ [ Λ

s ,   否则
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显然可见 o处理机 ι经过 κ p t次与其它处理机的数据交换 ,即可得到 Χ(ι)所有和数子积

矩阵块 ∀这相当于进行了一次矩阵置换 ,此刻的矩阵元素就是子积矩阵块 ∀

最后 o各处理机做子积矩阵累加 o从而完成 Χ各子行阵的计算 }

Χ(s)

Χ(t)

σ

Χ(ι)

σ

Χ(κ − t)

=

Ε
κ−t

ϕ= s
Α(s , ϕ) Β(ϕ)

Ε
κ−t

ϕ= s
Α(t , ϕ) Β(ϕ)

σ

Ε
κ−t

ϕ= s
Α(ι , ϕ) Β(ϕ)

σ

Ε
κ−t

ϕ= s
Α(κ − t , ϕ) Β(ϕ)

(w)

  从算法的描述中可见 o其主要计算为 κ次子矩阵乘法 ,子矩阵规模分别为 Α :( Νt/

κ , Νu/ κ)和 Β :( Νu/ κ , Νv) ∀数据通讯主要存在于最后的矩阵置换中 ,每个处理机均要

与其它 κ p t 个处理机进行数据交换 ,这可以用 � °�的一个全互换函数k � °�2���2

× ����l完成 o其通讯开销为 }

τχ− ρ = τσ + (κ − t) Νt Νv τε/ κ (x)

这里 oτσ为通讯起步时间 , τε 为单数据通讯时间 ∀

在矩阵乘的列2行算法中 , Α , Β两矩阵的划分方式是不一致的 ∀下面我们来讨论一

种网格划分算法 o它比较易于与其它计算接口 o且在一定程度上可减少通讯开销 ∀

u  网格划分算法

下面我们给出矩阵乘的网格划分算法 ∀

同样针对式ktl o假定 κ � κuσ , Νt , Νu , Νv 能被 κσ整除 ∀现将 Α做网格划分并分配

到各处理机上 ,记(ι , ϕ)处理机上的子矩阵块为 Α(ι , ϕ) ,将 Β按 Α同样的方式做网格划

分 ,但在(ι , ϕ)处理机上分配 Β的(ϕ, ι)子矩阵块 ,即 Β(ϕ, ι) ,则有

Χ(ι , ϕ) = Ε
κ
σ
−t

λ= s

Α(ι , λ) Β(λ, ϕ) (y)

如 κσ � v时 o

Χ(s ,s) Χ(s ,t) Χ(s ,u)

Χ(t ,s) Χ(t ,t) Χ(t ,u)

Χ(u ,s) Χ(u ,t) Χ(u ,u)

�

Α(s ,s) Α(s ,t) Α(s ,u)

Α(t ,s) Α(t ,t) Α(t ,u)

Α(u ,s) Α(u ,t) Α(u ,u)

Β(s ,s) Β(s ,t) Β(s ,u)

Β(t ,s) Β(t ,t) Β(t ,u)

Β(u ,s) Β(u ,t) Β(u ,u)

  由于 Α(ι , λ)与 Β(λ, ϕ)同处于第 λ列处理机 ,因此总可以通过 Β在列上的移动而使

它们处于同一处理机(见图 t) ∀
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 [初始]

Α(s ,s) Β(s ,s) Α(s ,t) Β(t ,s) Α(s ,u) Β(u ,s)

Α(t ,s) Β(s ,t) Α(t ,t) Β(t ,t) Α(t ,u) Β(u ,t)

Α(u ,s) Β(s ,u) Α(u ,t) Β(t ,u) Α(u ,u) Β(u ,u)

 [ Β上旋一行]

Α(s ,s) Β(s ,t) Α(s ,t) Β(t ,t) Α(s ,u) Β(u ,t)

Α(t ,s) Β(s ,u) Α(t ,t) Β(t ,u) Α(t ,u) Β(u ,u)

Α(u ,s) Β(s ,s) Α(u ,t) Β(t ,s) Α(u ,u) Β(u ,s)

 [ Β再上旋一行]

Α(s ,s) Β(s ,u) Α(s ,t) Β(t ,u) Α(s ,u) Β(u ,u)

Α(t ,s) Β(s ,s) Α(t ,t) Β(t ,s) Α(t ,u) Β(u ,s)

Α(u ,s) Β(s ,t) Α(u ,t) Β(t ,t) Α(u ,u) Β(u ,t)

图 t  v ≅ v处理机上的网格矩阵乘

  这样 ,对于一固定的 Χ(ι , ϕ) ,其各加数 Α(ι , λ) Β(λ, ϕ)分处于第 ι行的各处理机上 ∀

而在某一处理机(ι , ϕ)上 , κσ p t步之后其所有子积矩阵块为 :

Α(ι , ϕ) Β(ϕ,s)

Α(ι , ϕ) Β(ϕ,t)

Α(ι , ϕ) Β(ϕ,u)

σ

Α(ι , ϕ) Β(ϕ, κσ − t)

显然 o在 ι行处理机上 o有

Α(ι ,s) Β(s ,s)   Α(ι ,s) Β(s ,t)    Α(ι ,s) Β(s , κσ − t)

Α(ι ,t) Β(t ,s)   Α(ι ,t) Β(t ,t)    Α(ι ,t) Β(t , κσ − t)

Α(ι ,u) Β(u ,t)   Α(ι ,u) Β(u ,t)       ,    Α(ι ,u) Β(u , κσ − t)

σ   σ     σ

Α(ι , κσ − t) Β(κσ − t ,s) Α(ι , κσ − t) Β(κσ − t ,t) , Α(ι , κσ − t) Β(κσ − t , κσ − t)

Τ

=

Α(ι ,s) Β(s ,s)  Α(ι ,t) Β(t ,s)  Α(ι , κσ − t) Β(κσ − t ,s)

Α(ι ,s) Β(s ,t)  Α(ι ,t) Β(t ,t)  Α(ι , κσ − t) Β(κσ − t ,t)

Α(ι ,s) Β(s ,u)  Α(ι ,t) Β(t ,u)    ,  Α(ι , κσ − t) Β(κσ − t ,u)

σ   σ   σ

Α(ι ,s) Β(s , κσ − t) Α(ι ,t) Β(t , κσ − t) , Α(ι , κσ − t) Β(κσ − t , κσ − t)

(z)

于是 o通过行处理机间以子积为元素矩阵的置换k{l o并在各处理机上做累加 o即可得到

Χ在各处理机上的子矩阵 Χ(ι , ϕ) ,从而最终得到 Χ∀

¡
Γ = Ικ

σ
� Π(κuσ , κσ) � ΙΝ

t
Ν
v
/ κ Π(κ , κσ) � ΙΝ

t
Ν
v
/ κ

σ
({)

式k{l中 o¡Γ表示矩阵置换操作 ∀

下面讨论一下此算法的计算开销和通讯开销 ∀
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从上面描述可以看到 ,计算主要为 κσ次子矩阵乘法 ,子矩阵规模为 Α :( Νt/ κσ , Νu/ κσ)

和 Β :( Νu/ κσ , Νv/ κσ) ,通讯主要存在于计算子积时矩阵 Β的上旋及子积矩阵的置换 ∀ Β的

上旋共需进行(κσp t)次 ,每一次通讯块长度为 Νu Νv/ κ ,通讯开销为 :

(κσ − t) τσ + (κσ − t) Νu Νv τε/ κ

在做行间矩阵置换时 o每个处理机须与同行 κσ p t个处理机各做一次数据交换 o这同样可

用一个 � °�的全互换实现 o其通讯开销为

τσ + (κσ − t) Νt Νv τε/ κ

所以总的通讯开销

τµεση = κστσ + (κσ − t)( Νt + Νu) Νv τε/ κ (|)

将 τµεση与式(w)的 τχp ρ相减 o有

τχ− ρ − τµεση = (t − κσ) τσ + [ (κ − t) Νt − (κσ − t)( Νt + Νu)] Νv τε/ κ

= (t − κσ) τσ + [ (κuσ − t) Νt − (κσ − t)( Νt + Νu)] Νv τε/ κ
u
σ (ts)

当 Νt � Νu � Νv � Ν ,即 Α !Β为方阵时 o

τχ− ρ − τµεση = (t − κσ) τσ + (κσ − t)u Νu τε/ κ
u
σ (tt)

这时若

Νu ∴ κuσ/ (κσ − t) ≅ τσ/ τε (tu)

则

τχ− ρ − τµεση ∴ s

式ktul说明 o对于方阵而言 o当计算机条件一定时k这时 τσ/ τε为常数) ,网格并行计算在矩

阵规模 Ν较大时比列2行并行计算有效 ∀将式ktul改写为如下形式 }

κσ − t ∴ κuσ/ Νu ≅ τσ/ τε (tv)

式ktvl说明 o在计算机条件一定且单处理机上矩阵元数个数一定时 o矩阵规模越大 o则网

格并行计算的优势越大 ∀

事实上 o当矩阵不为方阵时 o上述结论仍然成立 o这里不再做一般性的推导 ∀应该说

明的是 o上面所有的讨论都是以矩阵阶数可被处理机数整除为前提的 o当矩阵不能被处理

机数整除时 o只要矩阵在数据分配时保证最优负载平衡 o结论仍然可成立 ∀

v  数值结果

数值实验是在 ���2≥°计算机上用 ƒ²µ·µ¤±|s n � °�实现的≈v  o考虑到实际应用中矩

阵计算多为方阵 o因此程序设计上仅针对方阵进行了测试 ∀实验用 ���2≥°计算机共含

有 ts个计算节点 o每个节点含 {个 ≤°� o节点内为共享内存 o节点间为分布式内存 ∀计

算机上提供并行计算环境 ³²̈ 和并行软件工具 � °�∀

表 t给出了矩阵乘运算在 ���2≥°计算机上的几个测试结果 ∀这里应该说明的是 o

测试结果与所用矩阵乘的串行算法关系密切 ∀经过大量试算 o我们选取了 ��� 公司工程

与科学计算库提供的矩阵乘库函数作为基本的矩阵乘串行计算程序 ∀

分析表 t o可以发现 }矩阵乘的网格划分算法比列2行划分算法时间上有所改善 o与列2
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行算法相比 o网格划分算法平均改善了 y h左右 ∀

表 1  不同大小矩阵的测试

矩阵规模 列2行k≤2� lk¶l 网格k � ∞≥�lk¶l

tssss ≅ tssss tzx qz tzw q|

ttuyw ≅ ttuyw uyv qx uwx qz

tusss ≅ tusss vsv q| u|z qy

tvvtu ≅ tvvtu wx| qu v|s qw

twsss ≅ twsss xus qy w{s qv

     采用 ty个 ≤°� o分布于 {个节点 o每个节点 u个 ≤°� ∀

  表 u是为了将矩阵列2行算法和网格算法与串行计算比较而做的测试 ∀由于串行计

算规模受到机器内存的限制 o我们选取矩阵大小为 |uty ≅ |uty ∀从表中可见 o矩阵网格

并行的加速比较矩阵列2行并行改善约 ts h ∀

表 2  9216 ≅ 9216 在不同个数 ΧΠΥ运行时的时间比较

≤°�数
≤2� � ∞≥�

时间k¶l 加速比 时间k¶l 加速比
串行k¶l

w xxt qu v q{u xtt qz w qtt

ty tx| qx tv qus tvs qt ty qus
utsw q|

w  结  论

矩阵计算是数值预报系统经常遇到的一个计算问题≈w ox  o数值预报系统计算中许多

问题的求解最终归结为对矩阵的计算 ∀随着计算技术的不断发展≈y  o开展矩阵计算的研

究对数值预报计算程序的高效实现是有意义的 ∀

通过上面的讨论 o我们认为 }对于矩阵乘并行计算而言 o在计算机条件一定时 o随着矩

阵规模的增大 o采用网格并行计算不但能更好地与实际应用中的网格划分接口 o而且能够

进一步减少通讯开销 o因而更具优势 o是一种有效的矩阵乘计算方法 ∀

由于目前所具有计算机条件的限制 o没有能够对矩阵乘计算的一般性情况进行数值

试验 ∀今后一旦条件许可 o我们将对矩阵计算做进一步深入的研究 ∀
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